Encontrando maximo (ou minimo) global‘

No Exemplo a seguir, o objetivo é encontrar o minimo global da
funcdo no seu dominio.

Utilizaremos o teste do hessiano, visto anteriormente, para
classificar o tinico ponto critico da fun¢do envolvida, que serd um
ponto de minimo local.

O trabalho maior serd mostrar que esse ponto de minimo local é,
na verdade, um ponto de minimo global da fun¢do no seu
dominio.

Deseja-se construir uma caixa, sem tampa, com a forma de um
paralelepipedo reto cujo volume é V m? fixado.

Determine as dimensées da caixa para que se gaste o minimo de
material possivel, para construi-la.
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Resolucao:
Denotemos por x e z as dimensdes da base da caixa e por y a sua
altura, todos estes elementos dados em metros (figura abaixo).

4

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



A 3rea total da caixa, que indicaremos por A serd igual a area
lateral, juntamente com a drea da base, do paralelepipedo reto, ou
seja, sera dada por:

A=2yx+2yz+xz parax,y,z>0. (1)
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Como, para cada x, y,z > 0, temos que
V=xyz (2)
é dado (volume de um paralelepipedo reto), segue que
%4
z=—, wparacada x,y>0. (3)
Substituindo-se (3) em (1), obteremos
vV Vv
A(x,y):2xy+2;+?, para x,y >0. (4)

Notemos que a funcdo A é de classe C*° no conjunto R, onde

Ri{(x,y)ER2 ; x,y >0}
=(0,00) x (0,00). (5)
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Além disso, para cada (x,y) € R, teremos:

A @, LV AL @,V
87(X7y)_2y_2x27 ay(xay)_2x )/2’ (6)
92A 6) 4V O?A 6) 2V
ﬁ(xay)zﬁa 67_)/2()(7)/):77 (7)
82A Teorema d:e Schwarz 02A (6)

axay(x’y) - 0X8y(x’y)_2 (8)

Nosso problema se resume em achar o ponto de minimo global da
funcdo A no conjunto R.
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Observemos que a funcdo A é de classe C°° no conjunto R mas o
conjunto R nao é um subconjunto compacto de R2, pois nao é
nem um subconjunto fechado e nem é limitado de R3.

Logo nao podemos garantir, até esse momento, que a fungdo A
tem um minimo global no conjunto R.

O que faremos é encontrar os pontos criticos da funcdo A, no
conjunto R, e mostrar que em um deles a fun¢do terd um minimo
global no conjunto A.
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Vamos procurar os pontos criticos da funcdo A no conjunto R,

isto é:
0A 0A (6) %4 Vv
0=VA - (&2 oz D2y 22 2x— —
VA ) = (e Goxon) @ (2y -2 2x- ).
%4
. x . Jyxt=vVv
ou seja, , isto §, ) ) 9)
vV 2xy =V
y

Com isto obteremos

[V
Xo=V2V e yo:3Z. (10)

Logo, a funcio A terd um lnico ponto critico no conjunto R e

este ocorre no ponto
4
Poi<32v,\3/4>. (11)
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Como X, Yo Zo @ V', de (10), segue que: z, =v2V. (12)

A matriz hessiana associada a fun¢do A em (x,y) € R, sera:

A A
W(va) 8x6y(x’y) % 5
HessA(x ,y) = M@ x Vv
Ay LAy )
8 V2
- — 4. 13
) (13)

4
Assim:  HessA(Xo , Yo) () Hess 4 (3 2V, \3/ 4) ) 12>0,

PA, 1) PA ([ YA
W(P")_W 2V ] =2>0.
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Logo, pelo teste do hessiano, podemos concluir que o ponto

P, = V2V \3/!
o I 4

é um ponto de minimo local da fun¢do A no conjunto R.

Na verdade, mostraremos a seguir que o ponto P, é um ponto de
minimo global da fun¢do A no conjunto R.

Observemos que, para cada

y1 >0

fixado, a fungdo Ay, : (0,00) — R, dada por

14 "4
Ayl(x)iA(x,yl)(i)zxleer+y, x€(0,00), (14)
1

possui um (udnico) ponto de minimo global no conjunto (0, o).
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Para mostrarmos isto observemos que a fun¢ao Ay, tem um (nico

ponto critico no conjunto (0, c0).

De fato, pois para encontrar os pontos criticos da fungdo A,,,
basta encontrarmos x € (0, 00) de modo que:

1 1% 2_v
0=A,/(x) (:4)2)/1 2 :2%’
% X
o que implicard em: y; x> —V =0, isto é, x =/ —. (15)
Y1

Portanto, para cada y; > 0 fixado,

74
x; =4/ — € (0,00) (16)

n

é o tnico ponto critico da fungdo Ay, no conjunto (0, c0).
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Notemos que, para cada y; > 0, temos que

im Ay, (x) = lim. (2Xy1 r2Y V) ool |

x—07F x—0 )%
14 VoV o
e lim Ay (x) @ im [ 2x y1i +2—+— Clale | 4
X—>+00 x—o00t N X Vi
>0

Portanto, para cada
y1 >0 fixado,

podemos concluir que a fungdo A,, (que é diferencidvel em
(0,00)), terd um ponto de minimo global (ou absoluto) da fungdo
Ay, no seu tinico ponto critico, isto é, no ponto

. 74
X1 = — .
Y1
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Para cada
y1 >0 fixado,

o valor do minimo global da fungdo A,, em (0,00), que
indicaremos por m(y; ), serd dada por :

miy1) = Ay, (x) =2 A, (ﬁ) 4 (ﬁ ,y1>

4
sV +—. (17)
y1

Com isto teremos que:

A(x,y1) (14 Ay, (x) > m(y1), paracada x € (0,00). (18)
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Por outro lado, a fungdo m: (0,00) — R dada por

m(y)iAy(xo)(g)4\/Vy—l—\;, para y e (0,00)  (19)

(que nos fornece o valor do minimo global da fungdo A, em
(0,00)), também possui um ponto de minimo global em (0, 0).
Observemos que a fun¢do m, dada por (19), tem um Unico ponto
critico em (0, 00).

De fato, um ponto critico da fun¢gdo m em (0, c0), ocorrerd
quando:

v

v’

v
v

(19 ,

0=m'(y) ou seja, 2

<<
<1<

<

NpS

ou ainda, y® = —, implicando que y; = (20)

é o Unico ponto critico da fungdo m em (0, 00).
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Notemos que

lim m(y) = I|m <4\/ y + >Célc:m°|—|—oo,

y—07t

. V| célculo 1
e lim m(y)= Ilim |4 |V y+— = oo
y—+o0 y—oot ~
>0
Estes fatos, juntamente com o fato que a funcao m é diferenciavel
m (0, 00), segue que seu ponto minimo global ocorrerd no seu

inico ponto critico, a saber em

Logo m(y)zm(y1>(2=°)m(3 ) . para y € (0,00). (21)
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Observemos que

(22)

X1 (16) (20) _ iy & (20) (23)
\/ K
4

14 (18) (21) 4 19),(22) e (23
A,y) 4, (x) > m(y) > m(3 >( M2 e ) 4 (%)

(1:4)A<32V,3\:>. (24)
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Portanto, o ponto P, = <\3/2V, Y Z) serd o ponto de minimo

global da fun¢do A no conjunto R.
Finalmente, segue que de (24) e (3), que as dimensdes da caixa de
volume V/, que gastard menos papeldo para ser construida serdo:

%
x=v2V, y:3z e z=V2V.

Observacio

Lembremos novamente que, apesar da funcdo A, dada por (4), ser
continua no conjunto R = (0, 00) x (0, 00), este conjunto nao é
nem fechado, nem limitado em R?, ou seja, nao é um conjunto
compacto de R%. O que fizemos foi mostrar que o ponto de
minimo local da funcdo A, dada por (4), obtido pelo teste do
hessiano aplicado a funcdo A €, na verdade, um ponto minimo
global da funcdo A no conjunto R.
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