’ Soma de Riemann ‘

Um conjunto formado por um nidmero finito de pontos do intervalo
[a, b], que indicaremos por:

Pi{X07X17"'7Xn}7

onde: xo=a<x3<x<:-<Xp_1<Xp=>b,

serd denominada parti¢ao (ou divisao) do intervalo [a, b].
Neste caso, para cada i € {1,2,---,n}, definimos

Axj = Xxj — Xj_1

e com isto diremos que norma da particao P, indicada por ||P
serd dada por:

’

= Axi} .
1Pl = max  {Ax}
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Observacao

Observemos que a norma da particido P é comprimento do maior
subintervalo determinado pelos elementos da particdo P (figura
abaixo).

Seja f : [a, b] — R uma fun¢do limitada em [a, b] e
Pi {XO7X17"' 7Xn}

uma parti¢cdo do intervalo [a, b].
Para cada i € {1,2,---, n}, escolhamos no subintervalo [x;_1 , xi],
um ponto, que denotaremos por §;, isto, &,

& € [xi1,xi]

Consideremos a seguinte soma (finita)

Z f(&) Axi = (&) Axy + (&) Axo + - + F(§n) Axn . (1)
i=1
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Com isto podemos introduzir a:

Definicao

A soma finita (1), serd dita soma de Riemann da funcéao f,
associada a particdo P e aos pontos {;, para i € {1,2,--- ,n}.
A figura ilustra a situacdo descrita acima:

TR
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@ Vale observar que se a fungdo f assumir valores negativos
(como na figura acima), a soma de Riemann da fungio f,
associada particao P e aos pontos &;, para cada
ie{1,2,---,n} NAO nos fornecerd, uma aproximacio da
drea da regido plana limitada, delimitada pelas representacoes
geométricas do grafico da fungdo f, das retas x =a, x=Db e
do eixo Ox, pois a drea de alguns dos sub-retangulos podera
m ser, dada por

f(&) Axi

Jd que o nimero real f(&;) pode ser menor que zero.
Na situacdo da figura acima, isto acontece quando i = 1 ou
i =2, pois (&) <0, para i € {1,2}.

@ Se a fungdo f € ndo negativa, a soma de Riemann acima,
poderd ser uma aproximagdo para a drea da regido plana
considerada, se a fungdo f for "bem comportada”, como
veremos mais adiante.
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’ Integral definida ‘

|

Definicao

Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Diremos que a funco f
é integravel em [a, b|, se podemos encontrar L € R, talque, dado
€ > 0, podemos encontrar 6 > 0, de modo que, para toda particio
do intervalo [a, b], indicada P = {xo = a,x1,--- ,xn = b},

satisfazendo: ||P| < ¢
e escolha de pontos &; € [xi_1,x;], para i€ {1,2,--- n},

D f(&)Ax— L
i=1
O ndmero real L serd dito integral definida da funcao 7 no

deveremos ter: <e.

b
intervalo [a, b], que serd denotada por/ f(x) dx, isto €,

/a F(x)dx = L.
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Observacao

@ A Definicdo acima nos diz que a fungdo f € integravel no
intervalo [a, b] se, e somente se, podemos deixar a soma de
Riemann da funcdo f, a associada a particio P e aos pontos
&, paracadai € {1,2,---  n}, tdo préxima do nimero real L
quanto se queira, desde que a norma da particdo P seja
suficientemente pequena.

e Se a funcdo f € integrdvel no intervalo [a, b] entdo, da

Definicdo acima, teremos: n
L= lim (&) Ax;,
WHOZ (&) Ax;
b n
ou ainda: / f(x)dx = lim (&) Ax;,
a IPll=0 <=
com & € [xi—1,xi], para i€{1,2,---,n},
eP={xo=a,xi, - ,xn, = b} uma particdo de [a, b].
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Observacao
b
e Na notagdo da integral definida, isto €, / f(x) dx, a fungdo

a
f serd dita integrando, o nimero real a, serd dito limite
(ou extremo) inferior de integracao, o nimero real b, serd
dito limite (ou extremo) superior de integracao e o

simbolo / , sera denominado sinal de integracao.

e Notemos que se a funcdo f : [a, b] — R € ndo-negativa e
b
integravel em [a, b], entdo a integral definida f(x) dx,

nos fornecera o valor da drea, que indicaremos paor A, da
regido limitada, contida no plano xOy, delimitada pelas
representacoes geométricas dos grafico das fungdo f, das retas
X =a, x = b e do eixo Ox,bou seja,

A :/ f(x)dx v.a..
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Observacio

A integral definida introduzida na Definicdo acima é conhecida
como integral de Riemann, da fungédo f em [a,, b].

Seja f : [a, b] — R uma fungdo integrivel em [a, b]. Desta forma
podemos o introduzir as seguintes notacoes:
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Para ilustrar temos o:

Exemplo

Seja f :[0,1] — R a fungdo, dada por

F(x) = 1, para x=0 ' )
0, para xe€(0,1]

1
Mostre que a funcio f € integrdvel em [0,1] e / f(x)dx=0.
0

v

A representacdo geométrica do grafico da fungdo f é dada pela
figura abaixo:
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Resolucao:

Seja L=0.
Se P={xo=0,x1, - ,xp=1}
é uma particdo de [0,1] e & € [xi—1,xi]|], para i€{l,2,--- n},

entdo deveremos ter: & # 0, para i€ {2,---n}.

Assim a soma de Riemann da funcio f, associada a particao P e
aos pontos &;, para i € {1,--- ,n}, serd dada por:

n - e
Z f(f,) Axi para i€{2,-,n}, temos 5,7&0 logo f(&)= (51) Axy . (3)

Logo, dado € > 0, consideremos § = ¢, (4)
se |P||<deé& €[xi—1,x], paraie{l,--- n}, (5)
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Assim:

F(E) Axi — L D \£(61) Axil

()
f(x)|<1

[f (=)
= ‘ (fl)’ Axy < 1AX1

< max {Ax,} =||P| < 5@ £,

ie{l,

mostrando que a fungdo f é integravel em [0, 1] e além disso

1
/ f(x)dx = L =0, completando a resolugio.
0
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’ Condicao suficiente para a existéncia da integral definida‘

Teorema

Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua em [a, b].
Entdo a fungdo f serd integravel no intervalo [a, b], ou seja, existe

b
a integral definida / f(x)dx.

Observacao

| \

A fungdo dada por (2) do Exemplo acima, mostra que a condi¢do
do Teorema acima nao é necessaria, ja que a fungdo do referido
Exemplo, NAQ € continua em [0, 1], mas € integravel em [0, 1].
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Definicao

Uma particdo P = {x, = a,x1,--- ,xn = b} do intervalo [a, b],
serd dita particdo regular do intervalo [a, b] se

.b—a .
Xi=a-+1i , para i€{0,---,n}.
n

Observacio

SeP={x,=a,x1, - ,xp = b} é uma particdo regular do
intervalo [a, b], entdo os subintervalos [xj_1 ,x;], para

i€{l1,2,--- n}, terdo o mesmo comprimento, pois
b—a
Ax;i = ——, para € {1,--- ,n}
n
- ., b—a
e a norma da partic3o sera ,
. b—a
ou seja, ||P| = —
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Observacio

Se a fungdo f : [a,b] — R € integravel em [a, b], entdo:

b
/a Fx) o= ||7|D'||rlozf(£’ ) A

b—a\ b—a
= li f ] .
ner;oZ <a+/ - > p (6)

i=1

Apliquemos as ideias acima ao:

Exercicio

|

Seja f : [1,3] = R a fungdo dada por

f(x)=x?, para xe[1,3]. (7)

3
Mostre que a funcdo f € integravel em [1,3] e encontre / x2 dx .
1

<
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Resolucao:A fungdo f, dada por (7), é continua em [1, 3], assim o
Teorema acima, garante que ela serd uma fungdo integrivel em
[1,3].

Logo podemos utilizar relagdo (6), ou seja,

3 —
/1X2dX(D/a f(x)d Enll)n;OZf a+i —a| bza

N n n
—_——— ——
=¢; =Ax;=Ax

. . 2 n 2 . )
a=1,b=3,(7) . L2 2 o 2 n“+4in+4i
20 > (1447 n—n';”;o{nZ 7

i—1 n

:L";O{Q [in2+4nif+4if2]}- (®)

R )
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teremos:
3 8) 2 n n n
2 \%) . 2 . 2
/1 X dx_nl|_>ngo{n3 [ ;1+4n;/+4;:]}
1= 1= 1=

O i {2 [n2n+4nn(n+1)+4n(n+1)(2n+1)”

—~
~

n—oo n3 2 6
— i 26 n3 + 24 n2 +4n Exercicio §
o nLrT;o 3 n3 N 37
3
26
ou seja, / x? dx = 3 (10)
1

completando a resolucdo.
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Observacao

Notemos que a fungdo f, dada por (8), € integrdvel e ndo negativa
em [1,3], assim a drea, que indicaremos por A, da regido limitada,
contida no plano xOy, delimitada pelas representacées geométricas
dos graficos da fungdo f, das retas x =1, x = 3 e do eixo Ox
(veja figura abaixo), serd dada por:

3
.A:/ x? dx (2)? u.a.. (11)
1

y
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Propriedades da integral definida

Proposicao

Sejam f, g : [a, b] = R fungdes integrdveis em [a, b], a € R,
c,d € [a,b]. Entdo:

@ a funcdo (o - f) : [a,b] — R € integrdavel em [a, b] e

/ab(a-f)(x)dx:a/abf(x)dx.;

@ as fungbes (f + g) : [a, b] — R € integrdvel em [a, b] e

/ab(fig)(X) dx = /ab f(x) dxi/abg(x) dx:
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@ as restricées da fungdo f aos intervalos [a, c| e [c, b], serdo
fungdes integraveis em [a, c| e [c, b], respectivamente. e

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx;

@ as restricoes da funcdo f aos intervalos com extremos em ¢, d
e e, serdo fungdes integraveis nos respectivos intervalos e

/Cdf(x)dx_/Cef(x)dx—l—/edf(x)dx;

@ a fungdo h: [a,b] — R, dada por h(x) = C, para x € [a, b], é
integrdvel em [a, b] e
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Proposicao

e se f(x) < g(x), para x € [a, b], entdo

/abf(x)dx§ /abg(x)dx;

@ se existem m, M € R, tais que
m< f(x) <M, para xE€|a,b, entdo

m(b—a)g/bf(x)dng(b—a);

@ a fungio |f|: [a,b] — R, dada por
If|(x) = |f(x)|,, para x¢€[a,b], €integravel em [a,b] e

/a i f(x) dx

g/ab|f(x)]dx..
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‘ Teorema do valor médio para integral definida ‘

Teorema

Seja f : [a,b] — R uma fung¢do continua em [a, b].
Ent3do podemos encontrar x, € [a, b], tal que

b
/a F(x) dx = f(xo) (b — a). (12)

Demonstracao:

Como, por hipétese, a fungdo f : [a, b] — R é continua em [a, b],
de um resultado da disciplina de Calculo 1, segue que existem
So, to € [a, b] tal que

f(so) =m= min f(x) e M= max f(x)="f(t,),
x€[a,b] x€[a,b]
(13)

ou seja, m<f(x) <M, para x¢€]la,b]. (14)
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Logo, do peniiltimo item da Proposicdo acima, segue que

b
\n;(b—a)ﬁ/a fx)dx< M (b—a).  (15)
CEM CEN

Dividindo-se as desigualdades (15) acima por (b —a) > 0,

obteremos
b
- / f(x)dx i
f(so) (13) m < abia <M (23 f(to) - (16)

Logo, do Teorema do valor intermedidrio (visto na disciplina de
Calculo 1), segue que existe

Xo € [So, to] € [a, b], de modo que

/ab f(x) dx

b
P ou seja, /f(x)dx:f(xo)(b—a)7

como queriamos demonstrar.

f(x0) =

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



