‘Extremos globais de func¢ées conjuntos fechadas e Iimitadas‘

Nos Exemplos a seguir faremos uso do

Teorema

Seja K C R" um subconjunto compacto de R".
Se a fungdo f : K — R for uma fungdo continua no conjunto K,
entdo existem P1, P, € K, de modo que

f(P1) < f(P)<f(Py), para P K. (1)

Em outras palavras, o ponto Py sera um ponto de minimo global
da fungdo f no conjunto K e o ponto P, serd um ponto de
maximo global da fungdo f no conjunto K.
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@ Se funcio f, noTeorema acima, também possuir derivadas
parciais de 1.a ordem no interior de K, para localizar os
pontos de maximo e minimo globais da fungdo f,
comegaremos procurando os pontos criticos da fungdo f no
interior de K e comparar com os valores de maximo e minimo
globais da fungdo f sobre a fronteira do conjunto K.

@ Assim, bastara encontrar os valores da funcdo em todos os
pontos criticos que pertencem ao interior do conjunto K e os
extremos globais da restricdo da fungdo f a fronteira de K.
O maior entre os valores acima serd o valor maximo global da
funcdo f no conjunto K e o menor valor acima serd o valor
minimo global da fungdo f no conjunto K.
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continuando...

Observacio

@ Notemos que nao ha necessidade de utilizarmos o teste do
hessiano ou dos autovalores nos pontos criticos encontrados
acima, pois estaremos interessados em localizar os pontos de
maximo e minimo globais da funcdo f no conjunto K.

e Enfatizamos também que podemos ter extremos globais da
fungdo f em K, ocorrendo na fronteira do conjunto K e assim
estes extremos nao serdo pontos criticos da funcdo f no
interior do conjunto K, como veremos em exemplos a seguir.

Comecaremos pelo:

Determine os extremos globais da fun¢do f : K — R, dada por
f(x,y)=x3+y®—3x—-3y, paracada (x,y) €K, (2)
onde o conjunto K, € dado por:

K={(x,y) eR%x€[0,2],y € [-2,2]} =[0,2] x [-2,2]. (3)

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Resolucao: notemos que o conjunto K é um subconjunto limitado
e fechado em R? (exercicio).

Além disso, notemos que a funcdo f é de classe C*° no conjunto
K (pois é uma fun¢do polinomial), em particular, continua em no
conjunto K.

Logo, de um resultado anterior, segue que a fungdo f atinge
maximo e minimo globais no conjunto K.

A regido K é o retangulo ilustrado na figura abaixo.

Y
' i3
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Vamos procurar os pontos criticos da fungdo f no interior no

[e)
conjunto K, que denotamos por K.
Notemos que

K={(xy) R x € (0,2),y € (-2,2)} = (0,2) x (~2,2).

(4)

Observemos também que, para (x,y) €K, teremos:
2§<w)(2)a@[x3 Y —3x—3y] =3x2-3, (5)
g;(x’y) @) 88 [x +y 3x—3y]=3y2_37 (6)
P (xon) = . gj;x,y) ~ 6y, ™
(8)
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o
Notemos que (x,y) €K serd ponto critico da fungdo f se, e
somente, se:

_ _(of of (8)(6) a2 5 52
(0,0)—Vf(X,y)— <8X(X’y)’ ay(xv)/)) - (3X 3a3y 3)7

3x2-3=0 ==+1
ou seja, X2 , ou ainda, x ) (9)
3y2-3=0

Logo, de (9), os pontos criticos da fun¢do f no conjunto K serdo:

PL=(1,-1) €K e Py=(1,1)€K. (10)
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Observacao

Observemos que

(—1,1) ¢K e (-1,-1))¢K .

Logo este dois pontos nao sdo pontos criticos da funcio f no

o
conjunto K (na verdade, ndo pertencem nem mesmo pertecem ao
préprio conjunto K).

Com isto teremos:

P (x,y) no interior de K | f(P) (veja (2))

P | (1,-1) ok 0

P, (1,1) ok —4 (11)
(-1,1) nao ndo interessa
(—-1,-1) nao ndo interessa
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Desse modo, deveremos levar em conta apenas os pontos P; e P,
(pois somente estes pertencem ao interior de K).
Passemos agora a andlise dos valores de maximo e minimos da
restricdo da fungdo f a fronteira do conjunto K.
Dividiremos a fronteira do conjunto K em quatro conjuntos (a
saber, quatro intervalos), cada qual contemplando um lado do
retdngulo dado pela figura acima (que € a representagao
geométrica do conjunto K).
Notemos que a fronteira do conjunto K, que sera denotada por
0K é dada por:

OK=hUbUKU Iy, (12)

onde 1, b, I3 e Iy s3o como na figura acima.
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1.0 caso: encontremos o maximo da restricdo da funcdo f ao
conjunto

t={(0,y) eR?; y € [-2,2]} = {0} x [-2,2]. (13)

Neste caso, a restricao da fungdo f ao conjunto /1, nos fornecera a
fungdo g1 : [-2,2] — R, dada por

(2),cc;nx:0y373’ para y € [-2,2]. (14)

g1(y) =1(0,y)
Encontremos o maximo e o minimo globais da fun¢do g1 no
intervalo fechado [-2,2] (que existem pois a fun¢do gy é continua
no intervalo fechado e limitado [—2,2]) utilizando as técnicas
desenvolvidas no Cilculo I.
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Para isto, comecemos, encontrando os pontos criticos da fungdo g1
no intervalo aberto (—2,2).
Como a fungdo g1, dada por (14), é diferencidvel o intervalo
aberto (—2,2), seus pontos criticos ocorrerdo somente nos pontos
onde a sua derivada é zero, ou seja,
) 14

y €(~2,2), taisque 0=gi(y) =0 3,23,

isto implicard que y1 = -1€(-2,2) e ypo=1€(-2,2), (15)
serao os (inicos pontos criticos da fun¢do g1, que pertencem ao
intervalo aberto (—2,2).

Logo, dos fatos acima e de (14), deveremos levar em conta o valor
da fungdo f nos pontos

P3=(0,-1) e P,=(0,1), (16)
logo f(0,—-1)=g1(-1)=2 e f(0,1)=g1(1) =-2. (17)
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Finalmente, devemos calcular o valor da fung¢do gy nos extremos
do intervalo [—2,2], isto é, nos pontos

y3=-2 e y4=2,

que, por (14), correspondem a levar em conta o valor da fungdo f

nos pontos:
Ps=(0,-2) e Ps=(0,2). (18)

obtendo-se também os valores

F0,-2)=g(-2)=-2 e f(0,2)=gq(2)=2  (19)
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2.0 caso: sobre o conjunto
62:{(27)/)6R2vy€[_272]}:{2}x[_272] (20)
Agiremos de modo semelhante ao 1.0 caso.

Neste caso, a restricdo da fungdo f ao conjunto h, nos fornecerd a
funcdo g» : [-2,2] — R, dada por

. 2
gz(y)zf(2,y)(=)2+y3—3y, para —y¢€[-2,2]. (21)

Notemos a seguinte relacdo entre g1 e g (veja (14) e (21))
&=2+g,
obteremos os mesmos valores para y que do 1.0 caso, porém
lembremos que, neste caso, teremos
x=2,
ou seja, deveremos levar em conta o valor da fung¢ao f nos pontos
P; = (2, —1) Pg=(2,1), Pg=(2,-2) e Pip=(2,2). (22)

B o-1)=4P£2,2) B gy(2),

& g (-2). (23)

f(2, —1)
f(2,1) 2) @(l)=0=1(2,-2) =
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3.0 caso: sobre o conjunto
t3={(x,2) eR?*; x€[0,2]} =[0,2] x {2}. (24)

Neste caso, a restricdo da fungdo f ao conjunto /3, nos fornecerd a
fungdo g3 : [0,2] — R, dada por
- @ 3

g3(x) =f(x,2) = x>—3x+2, para x€0,2]. (25)
Encontremos o maximo e o minimo globais da fungdo g3 no
intervalo fechado e limitado [0, 2] (que existe pois a fungdo g3 é
continua em [0, 2], e este é um subconjunto limitado e fechado de
R) utilizando, novamente, as técnicas desenvolvidas na disciplina
de Célculo .
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Para isto, comecemos, encontrando os pontos criticos da fun¢do g3
no intervalo aberto (0, 2). o
Como a fungdo g3z é diferencidvel no intervalo aberto (0,2), seus
pontos criticos ocorrerdo somente nos pontos onde a derivada é
zero, ou seja,

x €(0,2), taisque 0= g3(x) () 3x% -3,

isto implicard que x; = —-1¢(0,2) e xx=1€(0,2), (26)

ou seja, o Unico ponto critico da funcdo g3, que pertence ao

intervalo aberto (0,2) sera
x=1.

Assim, baseados nas consideracbes acima, deveremos que levar em
conta o valor da funcdo f no ponto

Pi1 = (1,2) (27)
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Finalmente, devemos calcular o valor da funcdo g3 nos extremos
do intervalo [0, 2], isto é, nos pontos

x3=0 e x3=2,

ou seja, precisaremos levar em conta o valor da fung¢do f nos
pontos:

18 ) (22
P> = (0, 2)( )Ps e Pi3=(2,2) —)PIO (28)
Ficamos entdo com os seguintes valores:
25 25
£1,2) 2 (1) =0, £(0,2) 2 g5(0) =2
e 7(2,2) 2 g(2) = 4. (29)
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Para finalizar temos o:
4.0 caso: sobre o conjunto

ly={(x,—2) e R?; x€[0,2]} =[0,2] x {-2}. (30)
Neste caso, a restricdo da funcdo f ao conjunto 4, nos fornecerd a
fungdo gs4 : [0,2] — R, dada por

ga(x) = f(x, —2)() 3 _3x—22, para x€[0,2]. (31)

Temos a seguinte relagdo entre as funcdes g3 e g4 (veja (25) e

(31))

&e=2+g,
obtemos os mesmos valores do 3.0 caso, porém lembremos que,
neste caso, teremos
y = _27
ou seja, deveremos levar em conta o valor da fung¢do f nos
seguintes pontos:
. (18)
Pis=(1,-2), Pi5s=(0,-2) =" Ps
. 22
e Pig=(2,-2) 2 py. (32)
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Resumindo, os pontos, e respectivos valores da fun¢do f nos
mesmos, que nos interessam estao na seguinte tabela:

’ P; ‘ (x,y) ‘valordef(x,y)‘

P | (1,-1) 0
P> (1,1) —4
P; | (0,-1) 2
Py (0,1) -2
Ps | (0,-2) -2
Ps (0,2) 2
P; | (2,-1) 4
Ps (2,1) 0
Py | (2,-2) 0
P1o (2,2) 4
P11 (1,2) 0
P | (1,-2) —4
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Para obtermos o maximo global da funcdo f basta encontrar o
maior valor da fung¢do f na lista acima, cujo o valor 4 (coluna a
direita).
Este valor ocorrera nos pontos

P7:(2,—1) € P10:(2,2),
ambos pertencentes a fronteira do conjunto K, ou seja, os pontos
maximo global da funcdo f no conjunto compacto K ocorrerdo nos
pontos

P7:(2,—1), P10:(2,2)68K. (33)
Para obtermos o minimo global da funcdo f basta encontrarmos o
menor valor da fungdo f na lista acima, que serd o valor —4
(coluna a direita) e este valor ocorrerd nos pontos

Py=(1,1)eK e Pu=(1,-2)¢cdK,

ou seja, os pontos minimo global da fun¢do f no conjunto limitado
e fecahdo K ocorrerdo nos pontos

Py=(1,1)eK e Pu=(1,-2)cdK. (34)
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Conclusao: a funcdo f tem dois pontos de maximo globais no
conjunto limitado e fechaod K, que ocorrem nos pontos

(2,-1) e (2,2),
que estao na fronteira do conjunto K, cujo valor de maximo global
da fungdo f serd 4.
Além disso, a funcdo f tem dois pontos de minimo globais no
conjunto limitado e fechado K, que ocorrem nos pontos

(1 ’ 1) € (1 ) _2) ’
sendo que o primeiro pertence ao interior do conjunto K e o
segundo pertence a fronteira do conjunto K, cujo valor de minimo
global da fungdo f serd —4 (figura abaixo).

y 4 242

Maximo global de f em K

(1, 1)

Minime global de f em K
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Podemos aplicar as mesmas técnicas ao

Determine os extremos globais da funcdo f : K — R dada por

f(x,y)=xy, paracada (x,y) € K, (35)
onde K= {(x,y) eR?; x*+y?><1}. (36)

Resolucao: semelhante ao Exemplo acima, observemos que o
conjunto K é um subconjunto limitado e fechado de R?, pois é
uma bola fechada de R? (exercicio).

Notemos também que a fun¢do f é de classe C*° no conjunto K
(pois é uma funcdo polinomial em R?), em particular, serd uma
fungdo continua no conjunto K.

Logo, de um resultado anterior, segue que a fungao f atinge
mdaximo e minimo globais no conjunto K.
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Notemos que o conjunto K é o circulo de centro na origem e raio
igual a 1 (figura abaixo).

of (35) O B
g(x,y) = o [xy] = (37)
of (35) O B
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Encontremos os pontos criticos da fungdo f no interior do
conjunto K, isto é, os pontos do interior do conjunto K, onde o
gradiente da funcdo f é igual a zero, ou seja,

= _(of of (37) e (38)
0.0 =) = (G652 1y ),
. {yzO
ou seja, ,
x=0

isto é, o Unico ponto critico de f em E sera: P; =(0,0) (39)

que pertence ao interior do conjunto K (é o centro do referido
circulo).
Assim teremos que levar em conta o valor da funcdo f no ponto

P = (0,0). (40)
isto é, £(0,0)=0. (41)
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Encontremos os valores de maximo e minimo globais da restricdo
da funcdo f a fronteira do conjunto K.
Observemos que a fronteira do conjunto K, é a circunferéncia de
centro em (0,0) e raio igual a 1, isto é:

OK = {(x,y) € R% x* + y* = 1} = {(cos(t), sen(t)); t € [0, 2n]}.
42)
A funcg3o a ser considerada serd a fung¢do g : [0,27] — R, dada

por

g(t) = fleos(t), sen(t)] ) cos(t) sen(t)

1
=3 sen(2t), para te€[0,27]. (43)

Observemos que a fungdo g é continua em [0,2 7], que é um
subconjunto limitado e fechado de R, logo sabemos que ela devera
assumir valor maximo e minimo globais no intervalo [0,27].
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Para encontrar esse extremos globais da funcao g no intervalo

[0,2 7], basta aplicarmos as técnicas desenvolvidas na disciplina de
Calculo I.

Notemos que os pontos criticos da fun¢do g em (0, 27), ocorrerdo
(a fungdo é diferencidvel no intervalo aberto (0,2 7)) onde a
derivada é igual a zero, isto é:

0=g'(t) @ cos(21),
T . 3w . br N 71

ou seja: tliz7t2:f7t3zfet4*4' (44)

Notemos que todos os pontos acima, pertencentes ao intervalo
aberto (0,2 ).
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Assim, baseado nas considera¢des acima, teremos que levar em
conta o valor da fungdo f nos seguintes pontos

s (o (5) () - (£5)

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Com isto temos que

<E) (43) 1 (43) (57 3\ @3 1w (7m
§\4) = 2 7 &\% E\a)~ 2784 )"

Além do mais, temos que considerar os valores da fun¢do g nos
extremos do intervalo [0,2 7], isto é, teremos que levar em conta o
valor da fungdo f nos seguintes pontos

ou seja, no ponto: Ps = (1,0). (46)
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Resumindo, os pontos, e respectivos valores da funcdo f nos
mesmos, que nos interessam est3o na seguinte tabela:

’ P ‘ (x,y) \ valor de f(x,y) \
Py 0)

(0

p V2 V2 1
2 2072 2
P, (ﬁ f) 1

2
b, (ﬁ ﬁ) 1

27 2 2
p | (V2 V2 L
> 2 2 2
Ps (1,0) 0
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Para obtermos o maximo global da fun¢do f, basta encontrar o
maior valor da fun¢do f na lista acima, que é o valor 5 (coluna a

direita) e este valor ocorrerd nos pontos

n-(£5) « n-(£-9)

ambos pertencentes a fronteira do conjunto K, ou seja, os pontos
maximo global da funcdo f no conjunto compacto K ocorrerdo nos

pontos
V2 V2 f V2
(2’2) ( 2 2 > € oK. (47)
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Para obtermos o minimo global da fungdo f basta encontrar o
- . . ) 1
menor valor da funcdo f na lista acima, que serd o valor —5

(coluna a direita) e este valor ocorrerad nos pontos

p_ (V2 V2 po_ (V2 V2
3T\ 722 ¢ el T )

ambos pertencentes a fronteira do conjunto K, ou seja, os pontos
minimo global da fun¢do f no conjunto limitado e fechado K
ocorrerao nos pontos

<-‘f‘f) , (‘f—‘f) € K. (48)
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Reunindo os resultados encontrados no interior e na fronteira de K
vemos que o valor de maximo global da fungdo f em K é 1/2 (pois
é o maior valor em (1)-(2)-(3)) e o valor de minimo global da
fungdo f em K é —1/2 (pois é o menor valor em (1)-(2)-(3)).

O valor de méximo da fungdo f em K é atingido nos pontos

™ 57
referentes aos valores de t = 1 et= T que correspondem aos
pontos
V2 V2 V2 V2
) 27

respectivamente.
O valor de minimo da fungdo f em K é atingido nos pontos

s I
referentes aos valores de t = T et= T que correspondem aos
pontos
V2 V2 V2 V2
22 772 )

respectivamente.
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Todos estes pontos se encontram na fronteira de K, ou seja, os
valores de maximo e de minimo globais da funcdo f em K sdo
atingidos em pontos que estdo na fronteira de K.

A figura abaixo ilustrar a situagdo descrita acima.

uoa

—— (VI I\

Ponto de minimo global de [ em K
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