Multiplicadores de Lagrange: problema com um vinculo

Suponhamos que f, g : A C R? — R funcdes a valores reais, de
duas varidveis reais, definidas em um subconjunto aberto A, de R?
e de classe C! no conjunto A.
O problema que passaremos a estudar serd o de encontrar os
extremos (maximo e/ou minimo) da fun¢do f, quando esta estd
sujeita a uma restricdo do tipo

g(x,y) =0, para (x,y) € A, (1)
ou seja, encontrar os extremos da fungdo f, para pontos dominio
da fungdo f, que estao sobre a curva de nivel zero da funcao g,
isto é, encontrar os extremos (globais) da fungdo B

foilx,y)eA; glx,y) =0} =R, (2)
ou ainda, queremos encontrar o(s) ponto(s) (x,y) € A que

satisfaz(em) a condicdo
(S g(x.y) =0,

denominado vinculo que maximizem ou minimizem os valores da
funcao f.
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A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima

P
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Observacao

notemos que o vinculo
{(x,y)€A; g(x,y) =0} CR? (3)

representa a curva de nivel zero associada a funcio g, que
assumiremos satisfazer a condicdo

Vg(x,y)# 0, para (x,y)€A. (4)
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Observacio

Observemos que, para cada t € R, o conjunto

{(x,y) €A; f(x,y) = t} CR? (5)
representa a curva de nivel igual a t associada a fungdo f.
Variando t € R, obteremos uma familia de curvas de nivel
associadas a funcio f.
Suponhamos, por exemplo, que a curva de nivel t,, associada a
funcdo f, intercepta a curva de nivel zero associada a fungdo g:

{(x,y) €A; g(x,y) =0} (6)

transversalmente, isto €, de modo que uma curva ndo seja
tangente a outra, ou ainda, os vetores

Vi(x,Y0) e Vg(xo,Yo)
sdo linearmente independentes, no correspondente ponto de
interseccdo, que denotaremos por

Po = (X0,¥0) € A.
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A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.

Para valores de t préximos do valor t,, a curva de nivel
{(x,y) e A; f(x,y)=t},
também ird interceptar a curva de nivel zero associada a funcdo g,
isto é, a curva B
{(x,y) €A g(x,y)=0}.
Mais do que isso, para valores de t préximos do valor t,, as curvas
de nivel t, associadas a funcdo f, interceptardo a curva de nivel

zero, associada a funcdo g, transversalmente nos pontos da
intersecao entre ambas.
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A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.

_flx,y) ty
e —f(x,y) = tg

fix,y Ltz

—_— to

~_ // 9 t2

Isto significa que o valor t, nao pode ser um valor de minimo ou
de maximo da funcdo f quando restrita ao vinculo

{(x.y) € A; g(x,y) =0}.
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De fato, se as curvas de nivel t, associadas a funcao f, para valores
de t préximos do valor t,, cruzam transversalmente, a curva de
nivel zero, associada a funcdo g entdo, para € > 0, suficientemente
pequeno, temos que se B

t1 € (to, to +€) (7)

a curva de nivel t1, associada a fungdo f, cruzard transversalmente,
a curva de nivel zero, associada a fungdo g, ou seja, a curva (3).
Neste caso teremos que o niimero real @E@ podera ser um valor
maximo da fung¢do f, quando restrita ao vinculo (3), pois se

Po = (XOa}/o) € {(Xay) S A;g(X7y) = O}Q{(X,y) €A f(va) = tO}a

P = (Xlayl) € {(X’y) S A;g(va) :O}Q{(va) €A f(Xv.y) = tl}v

(7
entdo: f(x1,y1) =t > to = (X, Yo),

mostrando que o nimero real t, ndo poderd ser um valor maximo
da fungdo f, quando restrita ao vinculo (3).
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Por outro lado, para € > 0, suficientemente pequeno, teremos que
se

tr € (to — €, to), (8)

a curva de nivel t, associada a func¢do f, cruzara transversalmente,
a curva de nivel zero, associada a fungdo g, isto é, a curva (3).
Logo o valor t, nao podera ser um valor de minimo da funcdo f,
quando restrita ao vinculo (3).

De fato, pois se

P> = (X2,)/2) € {(X’Y) S A;g(X,y) :O}D{(Xay) €A f(va) = t2}a

(8)
entdo: f(xo,y2) =1tr < to = F(X0,¥o0),

mostrando que o niimero real t, nao podera ser um valor minimo
da fungdo f, quando restrita ao vinculo (3).
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Observacao

portanto, das andlises feitas no item acima, podemos concluir que
a fungdo f somente poderd atingir um valor extremo (maximo ou
minimo) quando restrita ao vinculo (3), em um determinado ponto
Po = (X0 ,Y0), Se a curva de nivel f(x,y)=f(P,)
for uma curva tangente a curva de nivel zero, associada a funcio
g, no ponto P,, ou seja, se os vetores
V£(P,),Vg(P,) forem paralelos, ou: Vf(P,) = X-Vg(Ps), (9)
para algum \ € R (veja figura abaixo).
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Observacao

notemos que as consideragoes acima podem ser verificadas da
seguinte forma: suponhamos que a curva de nivel zero associada a

fungdo g, isto €,

N {(x.y) € A; g(x.,y) =0},
possa ser representada, na forma paramétrica, pela curva
parametrizada regular v : | = (a, b) — R?, dada por

V(t) = (x(t),y(t)), para tel,

ou seja, v'(t) = (x'(t),y'(t)) #0, para tel.
Se a funcdo g € continua, com derivadas parciais de 1.a ordem,
continuas emiA e se

Vg(x,y) # O, para cada (x,y) €A,

entdo a situagdo acima ocorrera.
Logo, a restricdo da fungdo f, ao vinculo (3), serd a restricdo da
funcdo f, & curva parametrizada v : | — R?, que denotaremos por
p: |l — R, onde

p(t) = f(t) = fIx(t) , y(¢)], para tel. (10)
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Observacio

|

Deste modo, para analisar os extremos da fun¢do f restrita ao
vinculo (3), basta encontrar os extremos da funcdo ¢ no intervalo
1, esta fungdo € uma fungdo real, de uma varidvel real (Calculo ).
Observemos que a funcao v € de classe C! no intervalo aberto | e
assim, se existir um extremo da fungdo p, ele devera ocorrer em
ponto critico da funcdo v, ou seja, em to € |, de modo que

©'(t) =0. (11)
Mas, para t € I, da regra da cadeia, temos que:

=x'(t) =y'(t)

10) Of d of
0'(6) 2 S0 (0] (05 Ix(e) (0] S (1)
2 IFIx(0), y(e)] o7 (0) (12)
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Assim, fazendo

t =t, etomando-se P, = (x(t,),y(t5)), obteremos:

Vi(Po) o '(t) 2 (1) H 0, (13)
ou seja, o vetor v/(t,) deve ser ortogonal ao vetor V£ (P,).
Lembremos que o vetor v'(t,) é ortogonal ao vetor Vg(P,), pois
v : 1 — R? é uma parametrizacio da curva de nivel zero, associada
a fungdo g.
Como o vetor V£(P) é ortogonal as curvas de nivel associadas 2
fungdo f, que contém o ponto P, segue-se que no ponto P,, a
curva de nivel zero, associada a fungdo g (isto é, (3)) e a curva de
nivel f(P,), associada a funcdo f, isto ¢,

{(x,y) € A; f{x,y) = f(Po)},
deverdo ser tangentes no ponto P,.
Portanto, deveremos ter
V£(Po) = Ao - Vg(Po)

para algum A\, € R, mostrando a validade de (9).
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Observacao

Observemos que as condicdo
V(X0 ,¥0) = Ao V&(Xo0,¥0), paraalgum X\, € R
e g(x%,¥) =0,

sdo equivalentes a que o ponto

(X0, Yo,X0) € AXR

seja um ponto critico da fun¢do de trés variaveis h: A x R — R,
dada por

h(X)ya)\)if(X7y)_)‘g(X7y)7 para (Xa}/a)‘)EAXR‘ (14)

4
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De fato, o ponto
(X0, Yo,X0) € AXR

serd um ponto critico da fun¢do h, dada por (14), se, e somente se:

vh(xov.y07)‘0) = (anao)a

(. Oh (14) Of g
0—&()(07)/07)\0) = a(xo, o) Ao aX(Xo,)/o)

h f
ou seja: ¢ 0= gy(xo,yo , Ao) (19) 8—

Oh (14)
0= 8)\(Xo>)/07>\o) = _g(Xoa)/o)
mas as duas primeiras equacdes acima sdo equivalentes a equacdo
Vf(Xo 7}’0) =X Vg(Xo 7YO)

e a terceira a é equivalente a equacido
g(XO >YO) = 07

como afirmamos acima.
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Observacao

O raciocinio acima pode ser aproveitado para o caso de n-varidveis.
Vejamos o caso em que as funcdo f e g sao fungées de trés
varidveis, a valores reais, satisfazendo as mesmas hipdteses acima,
a saber, sdo funcdes de classe C1 no conjunto A, que é um
subconjunto aberto de R3, e

Vg(P)#0 para PeA.

Esta dltima condicdo garante que a superficie de nivel zero
associada a fungdo g, isto é,

{(x,y,2) €A; g(x,y,2z) =0} CR?, (15)

venha a definir uma superficie, que indicaremos por S, que é uma
superficie parametrizada regular perto de cada ponto P, € A.
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continuando..

Observacio

Em particular, para cada ponto P, € S, existem duas curvas
v (—e,e) =S, para je{1,2},
satisfazendo ~1(0) = 12(0) = P,
e os vetores v1'(0) e 72/(0)
sdo linearmente independentes..
As curvas parametrizadas acima sdo as, assim denominadas, linhas

coordenadas associada a parametrizacdo da superficie S (figura
abaixo).

glx,y,z)
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continuando..

Observacio

Se P, = (X0, Yo ,20) € um ponto de extremo da funcio f, restrita
ao vinculo (15), entdo as fungdes 1,2 : | — R, dadas por

pr(t) = ()] e @a(t) = fla(t)], para tel, (16)
também terdo extremo (mdximo ou minimo) em t = 0, que
corresponde ao ponto

Po = 71(0) = 72(0) -

Como as fungées 1, w2 sao de classe C1 no intervalo aberto |
segue que, onde elas tiverem um extremo, este devera ser ponto
critico das mesmas, em particular

t=0,
deverd ser um ponto critico das fungdes 1, w2 (Calculo 1), ou
seja, deveremos ter

’ 21(0) = ¢4(0) = 0. (17)

v
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continuando..

Observacao

|

Derivando em as relagées (17) acima, em relagdo a t, e utilizando
a regra da cadeia, obtemos as relacées (semelhante ao caso
anterior):

@1 (t) = V()] e 7/(t),
@3 (t) = VI[y(t)] @2 (t). (18)
Em particular, fazendo t = 0 em (18), obteremos:

0 41(0) € V1 (0)] e 11(0) (19)

02 4(0) @ v (0)] ¢ 12(0).
ou seja, VI( o) e7/(0) =0 e Vf(P,)e~7(0)=0. (20)
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continuando..

Observacio

Como os vetores

7(0) e 72(0)
sdo linearmente independentes em R3, deveremos ter o vetor
Vf(P,) ortogonal ao plano gerado por estes dois vetores, isto €,

pelos vetores +(0) e ~4(0),

que contém o ponto P,, que nada mais € que o plano tangente a
superficie de nivel zero, associada a funcdo g (ou seja, (15)) no
ponto P,). .
7 Como Vg(P,) # O

€ um vetor ortogonal ao plano acima, segue-se os vetores
Veg(P,) e VI(Po)
deverdo ser paralelos, isto é,
V£(Po) = Ao -Vg(Ps,), paraalgum )\, € R,
como o que ocorreu no caso n = 2.
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A situacdo acima se estende para n-varidveis e deste modo temos:

Teorema

(do multiplicador de Lagrange, para um vinculo) Sejam
f,g: ACR" — R fungbes de classe C1, definidas em um
subconjunto aberto A de R". Suponhamos que

Vg(P)#0, paracada PeA. (21)

Se no ponto P, € A, a funcdo f possui um ponto extremo
(maximo ou minimo) quando restrita ao vinculo

{pcA; g(P)=0}, (22)
entdo devera existir Ao € R,
tal que VI(P,) = Xo-Vg(P,) e g(P,)=0, (23)

ou, de outro modo, o ponto (Po,,),) € AX R

devera ser um ponto critico da funcdo h : A x R — R, dada por

h(P )= f(P)—X-g(P), para (P,\)EAxR.  (24)
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Observacao

Se n =2, e tivermos em mdos a representacdo geométrica dos
grdficos das curvas de nivel da fun¢do f e da curva de nivel zero,
associada a fungdo g (isto €, do vinculo), entdo podemos,
visualmente, saber onde a funcdo f podera ter seus extremos
(maximo ou minimo), quando restrita ao restrito ao vinculo
{(x,y) € A; g(x,y) =0} CR®.
Vale observar que poderemos ter, eventualmente, varios pontos
onde vale (23), ou seja, o Teorema nos fornece condicdes
necessarias para que uma funcdo tenha um extremo quando
restrita a um vinculo.
Em algumas situacbes teremos que fazer uma estudo a parte para
encontrarmos, de fato, os extremos procurados, como mostra a
situacdo da figura abaixo.
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A figura abaixo nos fornece, um exemplo, de representacio
geométrica das curvas de nivel, associada a func¢do f, e da curva
de nivel zero, associada a fungdo g.

Vemos que os pontos extremos (méaximo ou minimo) da fun¢3o f,
restrita ao vinculo {(x,y) € A; g(x,y) =0}, se existirem,
deverdao ocorrer nos pontos: P;,, P3 ou P4, pois nestes pontos as
curvas de nivel, associadas a funcdo f, e de nivel zero, associada a
funcao g, serdo tangentes, isto é,

VE(P;) = \i-Vg(Pi)
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@ A figura acima ilustra o fato que as condigcbes do Teorema do
multiplicador de Lagrange sdo necessarias, mas podem
nao ser suficiente para encontrarmos os extremos de uma
funcio restrita a um vinculo.
Neste caso (figura acima), devemos encontrar entre os pontos
encontrados no Teorema do multiplicador de Lagrange, quais
deles tém as propriedades que queremos, ou seja, qual deles é
maximo ou minimo global da fung¢3o restrita ao vinculo.

@ Uma situagdo mais critica seria o caso de encontrarmos varios
pontos que satisfazem o Teorema do multiplicador de
Lagrange e entre eles termos pontos onde a funcdo nao tem
nem mesmo um extremo local, quando restrita ao vinculo.

A figura abaixo, temos que o ponto P, é um ponto onde vale
o Teorema do multiplicador de Lagrange (pois vale a condicdo
(9)), mas a funcdo f ndo tem um extremo no ponto Py,
quando restrita ao vinculo {(x,y) € A; g(x,y)=0}.
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A figura abaixo ilustra a situacdo descrita acima.

fix,y) = f(Py)

A seguir aplicaremos o Teorema do multiplicador de Lagrange a
alguns casos...
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Encontre, se existir, o ponto P, = (X, Yo), sobre o ramo da

hipérbol
ipérbole xy=1, para (x,y)e A=(0,00) x R (25)

que estd mais proximo a origem (0, 0).

Resolucao: observemos que a funcdo a ser minimizada é funcdo
distancia de um ponto P = (x,y) a origem P, = (0,0), isto ¢, a
funcdo d : R x R — R, dada por

. Geometria Analitica
d(x,y) = d(P, P,) Sometizhnlica [, q)2 (y —0)2

=\/x*>+y?, para P=(x,y)€R?, (26)

sujeita ao vinculo

{(x,y) €A g(x,y) =0}, (27)
onde a fungdo g : A= (0,00) x R — R é dada por
g(x,y)=xy—1, paracada (x,y)€A. (28)
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Um fato simples a ser notado é que se o ponto P = (x,y) € Aé

um ponto que satisfaz o vinculo (27) e minimiza a fung3o d, entdo

este mesmo ponto minimizara a funcdo f : R> — R, dada por
f(x,y) = d*(x,y) 2 2 +y?, para (x,y) € R? (29)

restrita ao mesmo vinculo (27) e reciprocamente.

Logo basta encontrarmos o(s) ponto(s) de minimo da fungio f,

sujeita ao vinculo (27).

Esta observacdo facilitard os célculos das derivadas parciais, pois a

funcdo f n3o envolve radicais.

Logo, nosso problema, resume-se a encontrar o minimo global da

funcdo f : R?2 — R, dada por

f(x,y)ixz—l—yz, para (x,y)€R2, (30)
sujeita a ao vinculo
g(x,y)=xy—1=0, para (x,y)€A. (31)
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Observemos que as funcdes f e g sio de classe C* em R? nos
conjuntos R? e A, respectivamente (pois sdo fun¢des polinomiais).

Notemos também que, para cada (x,y) € R?, teremos:

Vi) = (o), Gl
0 (2x,2y)
€
Veln) = (GEtx). GElx)
P yx)#0.0),

para cada (x,y) € A 2 (0,00) x R.
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Logo, pelo Teorema do multiplicador de Lagrange (isto é, o
Teorema 0.1), temos que um ponto P, = (X, , ¥o) que satisfaz a
condicdo de minimizar a fungdo f, restrita ao vinculo (31), devera
satisfazer, para algum A\, € R, as equacdes

{Vf(xm}/o) =Xo- Vg(XOaYO) (32293) {(ZXO, 2}/0) = )\o(}/mxo)

g(X0,Y¥0) =0 XoYo —1=10
2Xo = Ao Yo 2Xo = Ao Yo
. A X
ou seja, 2Yo =AoXo = {Yo= > )
XoYo =1 XoYo =1
X,
2x, = A2 2 Ao=—2 ou Ao=2
. 2 Xo€(0,00)
ou ainda, {2y, =\, x = 2yo = Ao Xo )
Xo Yo =1 XoYo=1
)\O = 2 AO - —2
assim Xo = Yo ou § Xo=—Yo - (34)
XoYo =1 XoYo =1
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Notemos que o sistema (34) a direita, ndo possui solu¢do pois, das
duas ultimas equacgdes, deveriamos ter

_X02 =1,
que nao tem solucdo real, assim, a tnica solu¢do corresponderd ao
sistema (34) a esquerda, cuja mesma sera:

=2 e (x,¥)=(1,1). (35)
De fato pois, neste caso, das ultimas duas equagdes, deveremos ter
Xo2 =1,e como x, € (0, 00),segue que X, = 1,

e assim, a 2.a equacdo de (34) a esquerda, segue: y, =1,

mostrando (35).
Afirmamos que no ponto

Po =(1,1),

a fungdo f tem um de minimo, quando restrita ao vinculo (27).
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De fato,
como xy =1, para x € (0,00),

teremos: f(x,y)—f(1,1) (39 2 +y*> -2

X4+12—2X2
_
(31) implica que y:% 5 1 X4 — 2X2 +1 (X2 — ]_)2
- X"+ 72 —2= 2 = 2 Z 07
X X
(30)

isto é, f(x,y)>f(1,1)="2,
para todo ponto (x,y) sobre o ramo de hipérbole xy =1,

para x € (0,00), como afirmamos acima.
Notemos, porém, que a distdncia minima serd v/2, ou seja:

d1,1)® VT, 1)

pois minimizamos a func3o d?, completando a resolucdo.
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A representacdo geométrica da situacdo acima descrita na figura
abaixo.

ma do ramo da hipérbole al origem
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Determine (se existir) o ponto P, = (X, ,Yo) sobre a reta
x+2y=1 (36)
cujo o produto de suas coordenadas seja o maior possivel.

Resolucdo: a funcdo a ser maximizada é a funcdo f : R? — R,
dada por
f(x,y) =xy, para (x,y) € R? (37)

quando sujeita ao vinculo
{(x.y) eR?; g(x,y) =0}, (38)
onde a funcio g : R? — R é dada por

g(x,y) =x+2y—1, para (x,y) € R%. (39)
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Resolucao: a figura abaixo ilustra a situagao descrita acima.

Observemos que as funcdes f e g sdo de classe C*° em R? (pois
sdo fungdes polinomiais) e para cada (x,y) € R?, teremos:

Vi) = (G o) D), (40)

e Valen) = (0. ) P 1.2 £ 0,0 (@)
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Logo, pelo Teorema do multiplicador de Lagrange (isto é, Teorema
0.1), um ponto P, = (X, Yo) que satisfaz a condi¢cdo de
maximizar a fun¢3o f, restrita ao vinculo (38), deverd satisfazer,

para algum A\, € R, as equacdes:

{Vf(XO 7y0) = )‘0 ! Vg(XO ,)/o) (40):e>(41) {(yo 7XO) = )‘0 (1 72)

g(x0,Y0) =0 Xo+2yo=1=0
)/o:)\
ouseja,  Xo =2\, ,
Xo+2yo=1
( 1
. Ao=7
Yo = Ao ° 2 .
ou ainda, { Ao = % isto é, X , logo Xo = >
0= 2
X +2y=1 2
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Logo, o candidato ao ponto procurado é o ponto P, = (% , %) .
Afirmamos que o ponto P, = (1, 1) é realmente um ponto de
méximo global da fun¢do f, quando restrita ao vinculo (38).

De fato, como
x+2y=1, para (x,y) € R? segue que
=P,

N, 1
(37) (39) implicard x=1-2y
f(x,y) f(2 4> =" x 5 =

1 1\?
=—%2+y—=—2<y—;>§0,

8
=P,
11 1
(37)
t f <f = -
isto é, f(x,y) <2 4> 5
para todo ponto P = (x,y) € R? que pertenca 2 reta
x+2y=1,

completando a resolugdo.
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A figura abaixo ilustra a situacdo descrita acima.

4

1 é o maior valor do produto das coordenadas dos pontos sobre a reta x

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Um problema envolvendo fun¢des a valores reais, com trés
variaveis reais, é dado pelo:

Exemplo

Suponhamos que a°> +b*>+c>#0 e deR estio fixados.
Encontre o ponto P = (x,y,z) € R3

pertencente ao plano ax+by+cz+d=0 (42)
mais préximo ao ponto P, = (X0, Yo ,20), fixado

Encontre também o valor da correspondente distdncia minima.

Resolucao: precisamos minimizar a fun¢do distdncia de um ponto
P ao ponto P,, isto é, minimizar a fungdo d : R3 — R, dada por

d(x,y.2) = d(P. Po) L \J(x — )2 + (v — yo)? + (2 — 2)2,
para (x,y,z) € R3, restrita ao vinculo: {(x,y,z) € R% g(x,y,z) =0},

onde a funcio g : R? — R é dada por

g(x,y,z)=ax+by+cz+d, para (x,y,z) R (43)
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Iremos minimizarmos a funcdo f : R3 — R, dada por
f(x,y,2) = d*(x,y,2) = (x = x0)* + (¥ = yo)* + (2 — 20)° (44)
(x,y,z) € R3, sujeita ao vinculo
{(x,y.2) e R%g(x,y,2) = 0}. (45)
A figura abaixo ilustra a situacdo descrita acima.

= 4 Po = (X0,Yo0,Zo

Y

Observemos que as funcdes f e g s3o de classe C* em R3 (pois
sdo fungdes polinomiais).

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Notemos também que, para (x,y,z) € R3, teremos:

of of of
Vf(x,y,z) = (&((X7yvz)a Fy(xvyaz)a aZ(Xd’Z))

W 2(x—x). 20y —y0) . 2(z—2)),  (46)

0 0 0
e Vetxoy )= G0y, ey, Py 2)

(44) 32+b2+c25£0

Wiab,o)" £ (0,0,0). (47)

Logo podemos aplicar o Teorema do multiplicador de Lagrange
(isto é, Teorema 0.1).
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Neste caso, um ponto P; = (x1,y1,21) que satisfaz a condigdo de
maximizar a fungdo f, restrita ao vinculo (45), deverd satisfazer,
para algum A € R, as equagdes:
Vf(x,y1,21) = A - Veg(xa, y1, z1)
g(xi,y1,21) =0
(46%47) (2(x1 — x0),2(y1 — ¥0),2(z1 — 25)) = M1(a, b, ©)
axy+byi+czi+d=0

)\13+
X Ald
1= > Xo
2(x1 —x0) =M1 2 M b
Yi=—F—TY
N 2(y1 —Yo) =A1b N 2 °
2(z1—20) =M1 ¢
)\16
axy;+byi+czi+d=0 21:T+Zo
laxitbyitcza+d=0
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e resolvendo o sistema linear...

. b(bxo —ay,)+c(cxo—az,)—ad
Lo 2+ b+

a(ayo —bxo)+c(cy,—bz,)—bd
yi= 2, 42, 2
a+b-+c

a(azo —cxo)+b(bzo —cy,)—cd
1= 2, 12 . 2
ac+b°+c

Mostremos que, no ponto P; = (xy,¥1,21), a fungdo f tem um
minimo global, quando restrita ao vinculo (45).

De fato, pois a fun¢do ndo possui maximo, quando restrita ao
vinculo (45) e temos

fx,y.2) @4y 1 2>0, para (x,y,2) € R3.
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Além disso, a distancia do ponto P, = (X, , Yo , Zo) a0 plano

ax+by+cz+d=0,
serd dada por:

(44) 2 2 2
fX = — — _
(x1,y1,21) (x1—=%0)" + (y1— ¥o)” + (21 — 25)

_)a A b A
-2 -2 -2
M o A o M o AN 5, 2, 2
— /2L ALy A2 AL b
T e 1 (a® + b° + ¢?)

2
=1/ /\Tl v/ (a2+b2+c2?)

:Mm: |axo+byo+czo+d]7
2 /32 + b2 + C2
que é a férmula conhecida da distdncia de um ponto
Po = (X0, Yo, Zo) @ um plano que possui equagdo geral dada por
ax+by+cz+d=0,
visto na disciplina de Geometria Analitica.
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A figura abaixo ilustra a situacdo descrita acima.

ato Py ac plano ax + by
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Determine, se existir, as dimensées de um paralelepipedo reto de
volume maximo, cujas arestas sido paralelas aos eixos coordenados,

que esteja inscrito no elipsoide
2 2 2
X y z
— 4+ =+ —==1. 48
4 + 9 + 16 (48)

Resolugao: representando por P = (x,y,z) os comprimentos das
arestas do paralelepipedo, com (x,y,z) no primeiro octante, isto

ey
x,y,z>0,

vemos que o seu volume é expresso pela funcdo V : (0,00)3 — R,
dada por

V(x,y,z)=8xyz, para (x,y,z) € (0,00)3.  (49)
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A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.

P
//
5
P

e '
% V4

Assim, devemos encontrar o maximo da funcdo V, quando restrita

-

ao vinculo

{(x,y,2) €eR3; g(x,y,z) =0}, (50)
onde a funcio g : R3 — R é dada por
X2y PR 5
g(Xayvz)iZ_FE—’_R_lv para (X,y,Z)GR, (51)

isto é, quando o ponto P = (x,y, z) pertence ao elipsoide de
equagdo (48).
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Lembremos que o elipsoide é um conjunto fechado e limitado em
R3 e a funcdo V, dada por (49), é de classe C* em R3 , em
particular, é uma func3o continua em R3.

Logo, de um resultado anterior, segue que esta possuird valores de
maximo e minimo globais sobre o elipsoide.

Observemos que a funcdo g também é de classe C°° em R3 (pois
é uma fun¢do polinomial).

Além disso, para (x,y,z) € (0,00)3, teremos:

oV oV ov
VV(X,y,Z) - <8X(Xayvz)7 @(X,)/,Z), aZ(ij’Z))
D (8yz.8x2,8xy). (52)
Veg(x,y,z) Og (X z), Og (x z), (x z)
g y Ox Y, dy Y, Oz Y
) (x 2y z
<2 5 8> (0,0,0). (53)
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Logo, podemos utilizar o Teorema do multiplicador de Lagrange
(ou seja, o Teorema 0.1)) para encontrarmos o possivel ponto

PO:(XO7y07ZO)€(OaOO)37

que minimizard a fun¢do V/, dada por (49), sobre o vinculo (50).
Aplicando tal resultado, devera existir A, € R, de modo que:

VV(X07YO720) = Ao - Vg(XOaYOaZo)
g(XO7y07ZO) =0

o 2Yo 2o
(8}/ozoa8X02078Xo)/o):>\o (Xza g/az8>

(52),(53)
d Xo2 )/02 202 ’
— 4+ =4+ ——-1=0
TERCET:
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X X 2y, 9 X,
8)’020—% X0  2Yo
2)\0}’0 Zo 4 xo
N 8onc,—79 I ol
8 x — X% z _— 8
2oyo ) 2vo 9220
x>’ | Y | Zd x> | Yo 4 zd
(s t5 +% =1 it tiE=1
Yo _ x? ¥ x2
9 — 4 9 4
2 2 _ 2
N Zos = 4 x4 X:>> Xo—%
%_% 22 _ ¥l
xZ 4 x4 oxd ifz ng X _ q
\ 4 4 4 — T T T =
X_2\/§
o =
y,z>0 3 . 2\/§\f4\/§
= yo:\/§ , logo P, = 3 3,—3
_ 443
Zo = T3 >

(54)

€ o ponto que satisfaz as condi¢des do Teorema do multiplicador

de Lagrange.
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Logo o ponto acima é o Unico satisfazendo o Teorema do
multiplicador de Lagrange e assim nos fornecerd o ponto de
maximo global da fung¢do V, restrita ao vinculo (50), ja que o
volume minimo sera zero, que corresponderia ao volume de um
retangulo inscrito no elipsoide. Os vértices do mesmo serdo:

P1i<2¢§7\/§,4¢§) | P2i<_2¢§’\/§,4ﬁ)7

3 3 3 3
(23 4v3 (23 4V3
’”3:<3" 3’3>’P4:<‘3" 3’3>’
P5—<2;)6,\/§, 4\3ﬁ>,P6—< f\f f)

unidades de volume.

xercicio 04 v'3
e seu volume serd: V(P,) =" 3\[
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A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.
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