Multiplicadores de Lagrange para dois vinculos

Nos slides anteriores tratamos do problema de encontrar os
extremos de uma func3o de vdérias varidveis reais, a valores reais,
quando estd esta restrita a um vinculo.

Nestes tratamos do problema de encontrar os extremos de uma
funcdo de vdrias varidveis reais, a valores reais, quando restrita a
dois vinculos.

O problema serd achar os extremos (maximo ou minimo) de uma
funcdo de trés varidveis, f : A C R?2 & R, sujeita as condigdes,
denominados de vinculos,

{(x,y,2) € Aig(x,yz) =0}, {(x,y,2) € Al h(x,y,z) =0}, (1)

onde g, h: A — R sdo duas fungdes dadas.
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Comecaremos estabelecendo o resultado principal, cuja
demonstracao pode ser encontrada nas notas de aula:

Teorema

(dos multiplicadores de Lagrange, para dois vinculos)
Consideremos A um subconjunto aberto em R3 e as funcées
f,g,h: A= R de classe C* no conjunto A. Consideremos os
conjuntos

B={(x,y,2)€A; g(x,y,2)=h(x,y,2) =0} CR> (2)
e suponhamos que os vetores

Vg(x,y,z) e Vh(x,y,z)

sejam linearmente independentes, para cada (x,y,z) € B, ou seja,
ndo sdo paralelos, em cada ponto do conjunto B.
Se o ponto P, = (X0, Y0 ,20) € B é um extremo (maximo ou
minimo) da fungdo f, restrita ao conjunto B, entdo deverdo existir
constantes \, , o € R, tais que

Vf(xoa)/07zo) = Ao 'Vg(X07YOaZo)+No'Vh(xo,)/o’zo)- (3)
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Observacido

Observemos que as restricoes
{(x,y,2) €A g(x,y,2) =0=h(x,y,z)}
nos fornecem uma curva obtida da interseccdo das superficies de

nivel zero das fungbes g e da fungdo h.
A figura abaixo ilustra a situa¢do descrita acima.
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Observacao

Observemos que, no Teorema 0.1, a condicdo (3) é uma condigdo
necessaria para que a funcdo f tenha um extremo global no ponto
Ps, quando restrita aos vinculos (2), mas pode ndo ser uma
condicdo suficiente, ou seja, podemos obter vdrios pontos que
satisfazem a condi¢do (3) e assim precisaremos descobrir entre eles
qual deles € que resolve o problema em questdo, a saber, qual dara
origem ao maximo e qual dara origem ao minimo da fungio

quando restrita aos vinculos.

Determine os semi-eixos maior e menor, da elipse dada pela
intersecdo do cilindro de revolucdo
{(x,y,2) eR®; X +y*=1} (4)

com o plano 3
{(x,y,2) eR®; x+y+2z=0}. (5)
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A figura abaixo ilustra a situacio descrita acima.

Resolugao: notemos que o plano (5) contém a origem
0 =(0,0,0).
Além disso, o eixo de rotac¢do do cilindro (4) é o eixo Oz, isto §é, é

dado pela intersecao dos planos
X = y = O’

temos que o centro da elipse deverd ser a origem O = (0,0,0).
Assim, precisamos encontrar os pontos sobre a elipse que estdo
mais préximos e mais afastados da origem (que é o centro da
elipse), estes pontos serdo os extremos dos eixos menor e maior da
elipse, respectivamente.
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A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.

Logo precisaremos minimizar e maximizar a fun¢do distancia a
origem, que indicaremos por d : R3 — R, dada por

dix,y,2) = d(P,Po) L \/(x — 012 + (y — 0)? + (z — 0)?

=\/x*+y*+2%, para (x,y,z) €R3, (6)

restrita aos vinculos
Bi{(x,y,z)€R3;g(x,y,z):0 eh(x,y,z):O}, (7)
onde as funcdes g, h: R3 — R, s3o dadas por
glx,y,2) =x"+y* -1 (8)
e h(x,y,z) =x+y+z, para (x,y,z)eR®. (9)
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Logo, basta encontrarmos os extremos (maximo e minimo) globais
da funcdo f : R3 — R, dada por

f(x,y,z) = d*(x,y,z) © 2 +y?+2%,(x,y,2) €R®  (10)
(isto é, o quadrado da distancia a origem) sujeita aos vinculos (7).
Notemos que a funcdo f é de classe C> em R3 (pois é uma funcio
polinomial) e, além disso, para cada (x,y,z) € R3, teremos

Vf(x,y,z) (19 (2x,2y,22z). (11)

Observemos também que as fung¢des g e h, dadas por (8) e (9),
respectivamente, s3o de classe C*>®° em R3 (pois sdo fungdes
polinomiais).
Além disso, como o conjunto B, dado por (7), é um subconjunto
limitado e fechado de R3.
Logo, de um resultado anterior, segue que a funcdo f, quando
restrita ao conjunto B, terd maximo e minimo globais, que estarao
entre os pontos encontrados pelo Teorema dos multiplicadores de
Lagrange (ou seja, o Teorema 0.1 ).
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Notemos que, para cada (x,y,z) € R3, teremos:

A
v

Ve(x,y,2) 2 (2x,2y,0) (12)

e Vhix,y,2)2(1,1,1). (13)

Logo estes vetores sdo linearmente independentes, para cada
(x,y,z) € B, isto é, na intersec¢do das superficies de nivel zero,
associadas as funcdes g e h.
Para mostrarmos isto, notemos que se (x,y,z) € B,

ent3o deveremos ter x>+ y% =1,

o que implicardem x#0 ou y#0,

mostrando que Vg(x,y,z)=(2x,2y,0)# (0,0,0)

e assim os vetores Vg(x,y,z) e Vf(x,y,z)

serdo linearmente independentes em cada ponto do conjunto B.
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Logo, pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange (isto é, o
Teorema 0.1, segue se o ponto P, = (X5, Y0 ,20) € B, for um
ponto extremo (maximo e minimo) da func¢do f, sujeita aos
vinculos B, deverdo existir A\, , 110 € R ,tais que (utilizaremos (4),

(5), (11) e (13))
Vi(Xo,Yo:20) = Ao - VE(Xo 1 Yo, 20) + 1o - VH(Xo , Yo , 2o)
g(Xo,Y0,20) =0 :
h(xo,Y0,20) =0

(2%0,2¥6,220) = Ao (2%0,2Y06,0) + 10 (1,1,1)

= {x2t+yL=0 )
{xo+yo+zo=0
2x = 2XoX + fho (2(1— X\o) Xo = flo
2y = 2oy + Mo 2(1 = Xo) Yo = ko

=27 = o = 22 = lho . (14)
X2y =1 X2 4yl =1
x+y+z=0 Xo+ Yo +20=0
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Assim, das duas primeiras equagdes em (14), obteremos

(1=Xo)%o=(1—=Xo)Yo- (15)
Notemos que:
°
se Ao # 1, deveremos ter x, = y, . (16)
Com isto, das duas Ultimas equa¢des do sistema (14),
obteremos:
Zo = —2X, € 2x02 =1,
2
isto €, X, = j:\{, (17)

que resultarao nos pontos

Py = (ﬁ,\f,—ﬁ> e P = <—ﬁ —ﬁﬂfz) (18)

2 27 2
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@ por outro lado,
se Ao =1, (19)
da 1.a equagdo do sistema (14), segue que (o =0
e, da 3.a equagdo do sistema (14), teremos z, =0. (20)

Desta forma, as duas dltimas equagdes do sistema (14)
tornar-se-3o:

{X02+)/02=1 :>{2X02:1 :{on?a
— 2

XotYo=0 Yo = —Xo Yo = —75
- XO:7§5
YO:§7

dando origem aos seguintes pontos

P; = (‘f,_‘f,o> e Py = <_‘f,\f,o> . (21)
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Notemos que f(Pl) _ f( )exegu’cio 3
e f( ) f( )exeg’cio 1.

Assim, o semi-eixo maior da elipse obtida da intersecao do cilindro
(4) com o plano (5) serd dado pelo segmento

OP; ou o segmento OP>
e terd comprimento igual a v/3 e o semi-eixo menor serd dado pelo

segmento
OP; ou o segmento OP,

e este terd comprimento igual a 1.

Em particular, o eixo maior da elipse obtida da intersecdo do

cilindro (4) com o plano (5) é dado pelo segmento P;P; e o eixo

menor serd dado pelo segmento P3P, .

Em particular, os vértices da elipse ocorrerao nos pontos

P, P, P3Py, dados por (18) e (21), completando a resolu¢3o.
O
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Exercicio

Consideremos dois planos concorrentes dados pelas equaces gerais

m aiX+by+caz+di=0

em P ax+by+onzt+d =0.
Notemos que a condicdo de serem concorrentes se traduz em
termos dos vetores normais aos planos, isto €, os vetores

ﬁl = (al,bl,cl) e ﬁz = (ag,bg,Cz),

serem linearmente independentes em R3.
Fixado um ponto P, = (X, , Yo , o) € R3, utilize o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange para dois vinculos (isto €, o Teorema
0.1), para encontrar o ponto Py = (x1,y1,21) € R® pertencente a
interseccdo dos planos dados (que serd uma reta), que estd mais
préximo do ponto P,
Encontre também o valor da distancia minima.
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Observacio

A figura abaixo ilustra a situagcdo descrita acima.

FIM
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