’O teorema fundamental do Célculo\

Teorema

Seja f : [a, b] = R uma funcdo continua em [a, b]. Consideremos
a fungdo F : [a, b] — R dada por:

F(x)i/xf(t)dt, para x € [a,b]. (1)

Entdo a fungdo F serd diferencidvel em [a, b] e, além disso,
teremos

F'(x)=f(x), para x¢€[a,b], (2)

ou seja, i{[/:f(t)dt}:f(x), para x € la,b]. (3)
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Demonstracdo:como, a fungdo f é continua em [a, b], para cada
x € [a, b], ela também serd continua em [a, x].

Assim, de um Teorema anterior, a fungdo f serd integravel em
[a,x], logo a fun¢do F, dada por (1), estd bem definida em [a, b].
Mostraremos que a fung¢do F é diferencidvel em x, € (a, b) e que

F’(xo) = f(xo) -

Os casos em que x, = a ou x, = b, sdo andlogos e serdo deixados
como exercicio para o leitor.
Mostraremos que

im F(xo + h) — F(x5)
h—0+ h

existe e é igual a f(x,).
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Utilizando as propriedades de integral definida, vistas
anteriormente, teremos:

(1) Xo+h Xo
F(xo + h) — F(xo) t)dt — f(t)dt

:LX°+h F(t) dt+/x f(t)dt:/xxo+h f(t)dt. (4)

Logo, pelo Teorema do valor médio para integral definida
(Teorema ??), visto anteriormente, aplicado a fun¢3o f, no
intervalo [x, , xo + h|, segue que podemos encontrar

X € [Xo,Xo + h], de modo que

Flxo+ h) — F(xo) @ / ot F(t) dt
= f(X)[(xo + h) = xo] = (X) h,

ou seja, Flo+ h/)7 — Flx) =f(x). (5)
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Notemos que, se h — 0, como X € [x,,X, + h|, teremos X — X, ,

da continuidade da fungdo f, segue hlirg+ f(x)="(x)- (6)
—
. F(xo+h)— F(x) (5) . _\ (6)
Logo  lim_ - = lim £(%) = fx), ()

mostrando que a fung¢do F é diferencidvel a direita em x, € (a, b)
e, além disso,
i PO+ h/)7 — F(x) () F(x0)

T hsot

F%—/(XO)

De modo semelhante mostra-se que
im F(xo + h) — F(xo)
h—0~ h

ou seja, a funcdo F é diferencidvel a esquerda do ponto
X, € (a,b), e do Célculo 1, segue que a fung¢do F é diferencidvel
em x, € (a, b) e, além disso, vale (2).

= f(xo),
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Observacio

A fungdo F : [a,b] — R, dada por (1), serd dita primitiva da
fungdo continua f : [a, b] — R.

Como conseqiiéncia do Teorema 0.1 acima, temos o:

Teorema

Sejam f : [a, b] — R uma fungdo continua em [a, b] e
G : [a, b] — R uma fungdo continuamente diferencidvel em [a, b],
tal que

G'(x)=f(x), para x€]Ja,b], (8)

ou seja, uma primitiva da fun¢do f em [a, b]. Entdo teremos

/b F(t)dt = G(b) — G(a). (9)

v
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Demonstracao:
Consideremos a fungdo F : [a, b] — R dada por:

F(x)i/xf(t)dt, para x € [a, b]. (10)

Do Teorema 0.1, segue que a fun¢do F é diferencidvel em [a, b] e,
além disso, para x € [a, b], temos:

Fi) @ f(x),
e, de (8),segue que G'(x) = f(x),
ou seja, G'(x) = F'(x).

Do Cilculo 1, podemos encontrar C € R, tal que, para x € [a, b],
teremos:
(10) [~
G(x)=F(x)+C== f(t)dt+ C, (11)

a
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Logo

mostrando (9), como queriamos demonstrar.
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Observacao

© Utilizaremos as seguintes notagoes :

x=b
= 6(6)-6(a),
Z_a

G(x)

(12)

ou ainda, G(x)

a

@ O Teorema 0.2, também é conhecido como Teorema
Fundamental do Calculo.
Ele coloca o problema de calcular uma integral definida de
uma fungdo continua em intervalo [a, b], em termos de
encontrar uma primitiva, da fungio definida pelo integrando
da integral definida no intervalo [a, b].
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Para ilustrar temos :

Calcular a integral definida (caso exista)

/1 ’ x? dx . (13)

Resolucao:
Seja f : [1,3] — R, a fung&o dada por

f(x) = x?, parax € [1,3]. (14)

Temos que a fungdo f acima é continua em [1, 3], logo, por
Teorema visto anteriormente, a fungdo f serd integravel em [1,3].
Uma primitiva da fungdo f em [1, 3], pode ser a fungdo

G :[1,3] — R dada por:

G(x)—)i, para x € [1,3]. (15)
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Logo, do Teorema fundamental do Célculo, isto é, o Teorema 0.2,

teremos:
/xd 14)/1‘( G(3) — G(1)

wF 1%
3 3 3’
3, 26
ou seja, / X dx:?. (16)
1

completando a resolugdo.
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|

Observacao

Como a fungdo f, do Exemplo 0.1 acima, € ndo negativa em [1, 3],
ou seja,
(14)

f(x) > 0, para xe€]1,3]
e integravel em [1,3|, de uma Observacdo anterior, segue que o
valor da drea, que denotaremos por A, da regido limitada, que
chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada pelas
representacoes geométricas graficos da fungdo f , das retas x = 1,
x = 3 e do eixo Ox serd dada por

b
A:/ £(x) (1“’/ o 39 6 va..
a
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Exemplo

Mostre que a fungdo f : [—4,3] — R dada por

f(x) =|x+2|, parax € [-4,3], (17)

3
€ integravel em [—4,3] e encontre / |x + 2| dx.

Resolucao:

Do Célculo 1, segue que a fun¢do f é continua em [—4, 3], logo,
de um Teorema visto, segue que a fungdo f, dada por (17), serd
integravel em [—4,3].

Notemos que

|x +2| =x+2, para x € [-2,3], (18)

’X+ 2’ = —(X—|—2), para x € [_4;_2]7 (19)
a,sea>0

ois |[a| =4 ' B : 20

pois |3| {—a, sea<0 20
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Lodo das propriedades de integral definida, temos:

3 -2 3
/ X—|—2dX:/ |x + 2] dx—l—/ Ix + 2| dx
—4 —4 = 2 N—

(2)7(X+2) (1=8)X4r2

:/_2—(x+2)dx+/3(x+2)dx

—4 -2

-2 -2 3 -3
:—[/ xdx+2/ 1dx}+/ de+2/ ldx (21)
_4 —4 -2 -2

Notemos seF7, F» : R — R, dadas por

X2
A =5 (22)

Fa(x) =x, para x€R, (23)
sdo primitivas em R, das fungdes f1,f> : R — R, dadas por

A(x)=x e fh(x)=1, para x€eR.
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Do Teorema 0.2, aplicado cada parcela de (21), teremos:

-2 x==2 2
/ xdx & [Fl(x) ] @) [X
—4 x=—4 2
-2 x=—2
/ 1dx 2 [F2(X) ] @) [X
4 ——
2

3 x=3 ;.
/ X dx (i) F1(x) ] exercicio 5
=3 (23)
== X
x==2

-2 2
Substituindo-se (24), (25), (26) e (27) em (21), obteremos:

x=—2

exercicio 6
- Yy
x=—4

x=—2

] exercicio )
- 3

x=3

2 )
-3
/ 1dx 2 [Fz(X)
-2

x=-2

3
5 29
/ Ix+2|dx=—-[-6+2-2]+-+4+2-5=—,
4 2 2

completando a resolugdo.
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Observacao

A fungdo f, dada por (17), do Exemplo acima, é ndo negativa em
[—4,3] e integrdvel em [—4,3].

Logo o valor da area, que denotaremos por A, da regido limitada,
que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada pelas
representacoes geométricas dos graficos da fungdo f , das retas

x = —4, x =3 e do eixo Ox serd de

b 2
A:/ f(x)dx (1:7)/ |x + 2|, dx @ % u.a..
a —4

| A\

Exemplo

Mostre que a fungdo F : [0,00) — R, dada por

1
F(x) = —— dt, ara e [0, . 29
()= [ rpd pra xelo). (@)

é diferencidvel em [0, 00) e calcule F'(x), para x € [0, c0).
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Resolugao:A fungdo f : [0,00) — R, dada por

f(t) = para t € [0,00), (30)

1+t
é continua em [0, c0)

Logo, do Teorema 0.1, segue que a fung¢do F, dada por (29), é
diferenciavel em [0, x], para cada x € [0,00) e

(29) d /X 1 ](30) d [/X ]
F'(x) =" — dt| = — f(t)dt
02 L[ e 2L [

30y 1
=15

(3), com a=0

completando a resolugdo.
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Exemplo
Mostre que a fungdo F : R — R, fungdo dada por

3
X
F(x) i/ sen (t?) dt, para xé€R. (31)

é diferencidvel em R e calcule F'(x), para cada x € R.

Resolucao:A funcio f : R — R dada por
f(t) = sen (t2) , para teR. (32)

é continua em R e, de Teorema visto anteriormente, segue que a
funcdo f é integravel em qualquer intervalo fechado e limitado
contido em R, em particular,

em [x,x3], sex >0,

ouem [x*,x],sex<0,

Logo a fungdo F, dada por (31) estd bem definida.
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Para cada x € R, das propriedades da integral definida, temos que:

x3 0 x3
F(x) (2)/ sen (t?) dt:/ sen (t?) dt+/ sen (t?) dt
X X 0
3

= —/ sen (t%) dt—l—/ sen (t7) dt. (33)
0 0
Observemos que, do Teorema 0.1, segue que

LR @d/* ©
™ [/0 sen(t)dt] = o/, f(t)dt = f(x)

@ sen (x*), paracada xcR. (34)
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Notemos agora que a funcdo g : R — R dada por

g(x)=x3, para x€R, (35)
é diferencidgvel em Re g'(x) =3x%, para xe€R. (36)

Notemos também que a fungdo h: R — R, dada por
y
h(y) = / sen (t2) dt ,paray € Ré diferencidvel em Re  (37)
0

) D [ s () ] @ sen(y?) v e (3

Logo, da regra da cadeia (do Calculo 1), segue que a fungdo
Fi : R — R dada por

3

F1(x) = h[g(x)] (35) 2 (37) / sen (t?) dt, parax € R (39)
0

também serd diferencidavel em R.
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Ainda da regra da cadeia, para x € R, teremos:

Fi(x) 2 —{ [T} & 2 g (x)] g/ (x)

(38) & (36) sen{[g( )] } 3x° 2 (%) sen( ) 3x°. (40)

Logo, de (34) e (40), segue que a fungdo F serd diferencidvel em
R e, para x € R, segue

F'(x) (3‘:3‘)"[—/: sen (t )dt] CZ(

BIEED _ gen (x2) + 352 sen (x°) |

completando a resolucao.
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