‘Integracéo por partes para integral definida‘

Teorema

Suponhamos que f , g : [a, b] — R sdo continuamente
diferencidveis em [a, b], entdo teremos:

x=b

b b
/,., f)e'(x)dx = [F)g(l | - / () F/(x)dx. (1)

X=a
V.

Demonstragao: Como as fungdes f e g s3o s3o continuamente
diferenciaveis em [a, b], temos que as fun¢des

fg, fg' e gf’ sdo continuasem [a, b,

assim, de um resultado visto, segue que as fungdes acima sio
integraveis em [a, b], ou seja, existem as integrais definidas

/ab f(x) g(x)dx, /ab f(x)g'(x)dx e /abf/(X)g(x)dx_
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Notemos que

f(x)g'(x)dx =[fg]'(x) —g(x) f'(x), para x€[a,b]. (2)

Logo, do Teorema fundamental do Célculo, segue que
b
/ f(x) dx—/ {[fgl'(x) — g(x)f'(x)} dx

/ el [ gtoriax

x=b
Teor.Fund. Célculo

[F(x)g(x)]

X=a

[aran,

x=b

= [f(x) &(

X=a

mostrando a validade de (1) e completando a demonstrag¢go.
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Observacao

Na situagcdo do Teorema acima,

seu=f(x)ev=g(x), parax¢€|a,b],
teremos: du = f'(x) dx e dv = g'(x) dx

(1) acima, podera ser escrita, abreviadamente, como:

b x=b b
/ udv=uv —/ vdu. (3)
a X=a a

Podemos aplicar o Teorema acima ao:

N

Exemplo

Mostre que a fungdo f : [0, 7] — R, dada por

f(x) = x sen(x), para x € [0,7], (4)

s
€ integravel em [0, 7] e encontre o valor de / x sen(x) dx .
0

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Resolucdo:a fungdo f é continua em [0, 7] logo, de um resultado
visto, segue que a funcdo f é integravel em [0, 7).
Notemos que

se u = x, entdo du = dx
™ se dv = sen(x) dx, entdo: v = — cos(x)
/ x sen(x) dx
0

_/oﬂudv(i)uv :z:—/oﬂvdu
ol | [coslon

= | —m cos(m )+0cos /[ cos(x)] dx
~——

=—1

x=0

=+ /07r cos(x) dx . (5)
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Mas,

/ cos(x) dx [sen()l" = cos(). x € [0, 7] [sen(x)
0

= sen(w) — sen(0) = 0. (6)
=0 =0

Logo, substituindo (6) em (5), obteremos

/O "y sen(x) dx = 7, (7)

completando a resolucdo.
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Observacao

A fungdo f do Exemplo acima, dada por (4), é ndo negativa em
[0, 7], ou seja,

f(x) @ sen(x) >0, para x € [0,7]

e € integravel em [0, 7] (pois é continua em [0, ]), segue que o
valor da integral definida (6) serd igual ao valor da drea, que
indicaremos por A, da regido limitada, contida no plano xOy,
delimitada pelas representagoes geométricas dos graficos da funcio
f , das retas x =0, x = 7 e do eixo Ox, ou ainda,

b T
A:/ f(x) dx Q) x sen(x) dx O
a 0
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A figura abaixo nos fornece uma representacdo geométrica para o
grafico da regido limitada descrita acima.
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‘Integragéo por substituicao para integrais definidas‘

Teorema

Sejam g : [a, b] — R uma fung¢do diferencidvel em [a, b] e
f:g(la,b]) = R uma funcdo continua em g([a, b]) e tal que a
fungdo F : g([a, b]) — R é uma primitiva de f em g([a, b]), isto €,

F'(y)=f(y), para y < g([a,b]). (8)
b
Entso / Fle(x)] &'(x) dx = F[g(b)] - F [g(a)]
x=b
—Flg| - ()
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Demonstracao: da regra da cadeia, segue que

[Fogl'(x)=F'(x)g'(x)

if(x)g’(x), para x € [a,b],

—
=

ou seja, a funcdo F o g é uma primitiva da funcdo f g’ em [a, b].
Logo, do Teorema fundamental do Célculo, segue que

b
/ fla(x)] g '(x) dx = Flg(b)] - Flg(a)]

como queriamos demonstrar. O
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Observacao

|

De um Teorema visto, temos que fun¢do G : g([a, b]) — R, dada
por

G(x) = /( Fd, pora cada x € gfa.bl), (10

€ uma primitiva da funcdo f em g([a, b]).

Logo, do Teor. fund. do Calculo, temos que (9) € equivalente a

b
/f[g<x)1g<x)dx—6[g() Gle(a)] = dy, (11)

H/—’ g(a

ou seja, o Teorema da substituicdo para a integral definida (ou
seja, o Teorema 0.2, em um certo sentido, nos diz como
mudar de varidaveis em uma integral definida.
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Observacao

Mais precisamente, se

g :[a,b] — g([a, b])
é uma fungdo bijetora e continuamente diferencidvel em [a, b],

considerando-se: y = g(x), para x € [a,b], (12)
segue que: . (13)
Logo, em (12), se x = a, definindo-se: y, = g(a)
e, em (12), se x = b, definido-se: y, = g(b),
o o (), s / ’ e _ / "ty dy. (14)
SN—— Va

a N~~~

12 13
@,
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Exemplo

Mostre que a fungdo h : [—% , %] — R, dada por

(15)

h(x) = sen(x) cos(x), para x € [—g ) g} ,

P

é integravel em [—7 , 5] e encontre / sen(x) cos(x) dx .

s
2

Resolugdo:a fungdo h, dada por (15), é continua em [—g,

logo, de um Teorema visto, a fun¢do h serd integravel em [—g , g]
Consideremos as funcoes

rlx

T
fIR-R e g: [_“,,A,} ~1,1
—Reg:|—7.5] =11
dadas por: f(y)=y, para yeR

(16)
ey =g(x) = sen(x), para x¢€ [—g , g} . (17)
teremos: g'(x) = cos(x), para x € [—g : g} . (18)
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A funcdo g é bijetora e continuamente diferencidvel em [—% 3]
(verifique!).

Assim : (0 cos(x) dx . (19)
Logo, em (17),se x =a= —g ,
teremos: y, = g(a) D sen (—E> =—1. (20)
2
E, em (17), se x:big,
teremos: y, = g(b), () sen <g) =1. (21)
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Logo das consideragdes acima e o Teorema do Teorema 0.2 , segue
que:

/

[NJE]

sen(x) cos(x) dx (16),(17).(18) /

us
2

flg(] g'(x) dx

: (17)y (1__9)dy
(1) &(3) 6.7 [50(3)
/ fly)dy = = / ydy
g(—%) sen( )
(20),(21) ! Teor. fund do Célculo y 1 1
A 7 2 2° 0
1 y=—1

completando a resolugao.
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Proposicao

Seja f : R — R é uma fungdo 2 L—periddica, ou seja
f(x+2L)=1f(x), para xeR, (22)

e integravel em [—L, L]. Entdo

/0 * F(x) dx = / LL F(x) dx . (23)

Em geral, temos que para cada x, € R fixado, teremos

/X ) o = / LL F(x) dx. (24)

o—L -
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Demonstragcao: De uma Proposicdo visto, temos

L

Se y=g(x)=x-2L
que € bijetora e continuamente diferencidavel em R,
26
logo: dy = g'(x)dx () dx,

ese x=2L, de(26), teremos: y =0
ese x=L, de(26), teremos: y = —L.

Logo, do Teorema 0.2, segue que

L —L
/ f(x) dx GHETLZDE) / f(y +2L)dy
0

0

2L
2 [F -
—/0 f(y)dy = /_Lf(y)dy-
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(27)
(28)
(29)




Portanto, substituindo (30) em (30), segue que

/_LLf(X)dXZ/_OLf(X)dX+/O2Lf(X)dX—/_OLf(X)dX
= [ e,

como queriamos mostrar.
Deixaremos a verificagdo (24) como exercicio para o leitor.

Od

Seja f :[—a,a] — R é uma funcdo par, isto €,

f(—x) =f(x), para x € [—a,a (31)

e integravel em [—a, a]. Entdo
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Demonstragcao: de uma Proposi¢do vista, segue que

[ e[ oo [(ia. 6

—a ~a
Se y=g(x) =—x (34)

que € bijetora e continuamente diferencidvel em R, teremos:
dy = g'(x) dx 3 x. (35)
Logo, se: x = —a, de (34), teremos: y = a (36)
ese x =0, de (34), teremos: y =0, logo: (37)

0 34),(35),(36),(37 0 a
[ A OO [y [Cray.

—a a

e substituindo-se (38) em (33) obteremos

/_aaf(x)dx:/Oaf(x)dx+/oaf(x)dx:2/Oaf(x)dx,

como queriamos mostrar.
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Seja f : [—a,a] = R é uma fungdo impar, isto €,
f(—x) = —f(x), para x €[—a,ad] (39)
e integravel em [—a, a]. Entdo
a
/ f(x)dx=0. (40)
—a
Demonstracao: de uma Proposicdo vista, temos que
a 0 a
/ f(x) dx:/ f(x) dx+/ f(x)dx. (41)
—a —a 0
se y =g(x) =—x (42)
que € bijetora e continuamente diferencidvel em R, teremos:
dy = g'(x) dx (34) —dx, (43)
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Além disso

se x = —a,de (34), teremos: y = a (44)
ese x =0,de (34), teremos: y =0. (45)
0 0 a
42),(43),(44),(45 39
[ A DO [y a2 [y
0 a
ou seja, f(x)dx = —/ f(y)dy. (46)
—a 0

Portanto substituindo-se (46) em (41), obteremos:

/_:f(X)dX:—/Oaf(y)dy+/oaf(x)dXZO’

como queriamos mostrar.
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