‘Aplicagaes da integral definida‘

Comecaremos pela:

‘A funcao logaritmo natural‘

Consideremos a representacao geométrica do grafico da fungdo
f:(0,00) = R, dada por (veja a figura abaixo)

f(t)i%, para te€ (0,00). (1)
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Como a fungdo f : (0,00) — R, dada por (1) é continua em
(0, 00) serd integravel em qualquer intervalo limitado e fechado
contido em (0, 00), assim podemos introduzir a:

Definicao

Para cada x € (0, 0), definimos o logaritmo natural de x, como

sendo x 1
In(x) = / —dt
1 t

e assim temos definida a funcao logaritmo (natural)indicada por
In:(0,00) — R dada por

1
In(x)i/ ;dt, para x € (0,00).
1
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‘Propriedades da funcao Iogaritmo‘

Proposicao

In(1) =0;
para x,y € (0,00): In(xy) =In(x)+In(y);
parane Nex € (0,00): In(x")=nIn(x);

X

para x,y € (0,00): In (y> =In(x) — In(y);
a funcio y = In(x) € diferencidvel em (0,00) e:
d 1

e [In(x)] = L para x € (0,00);

a funcido y = In(x) € estritamente crescente em (0, 0) ;
a fungdo In : (0,00) — R € bijetora.

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Mostre que a funcdo f : [0, %] — R dada por f(x) = tg(x), para

x € [0, %] é integrdvel em [0, 7] e encontre /04 tg(x) dx.

Resolucao: como a funcio f é continua em [0, 2

Z] segue que ela
serd integravel em [O, ﬂ Observemos que

_ [ sen(x) < Zit,;j: (CJ’CL)JS(:X )sen(x) dx >
[reax= [ tsaa= [ 222 -

cos(x)
/ % du=1n(u) + € “"2 In[cos(x)] + C. (2)
Logo /Z tg(x) dx Teor. fund. d;Célcqu e (2) In[cos(x)] a
0 x=0
™ V2 V2
= In[cos(0)] —In|cos (— )| =In(1)—In () =—1In <> .
o)) - () =%
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Nas notas também tratamos dos:

Exercicio

Mostre que a funcio f : [1,2] — R, dada por f(x) = In?(x), para
x € [1,2], € integrdvel em [1,2] e encontre o valor da integral
2

definida / In?(x) dx .

Exercicio

—=
N

Mostre que a funcdo f : [0, %] — R, dada por f(x) = € sen(x),
para x € [0 , g] , € integrdavel em [0 , %] e encontre o valor da
2
integral definida / e* sen(x) dx .
0

A
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Area de regioes delimitadas por graficos de fungoes

Observacao

Vimos anteriormente, se a funcdo f : [a, b] — R € integrdvel e
nao negativa em [a, b| entdo o valor da drea, que indicaremos por
A, da regido limitada, que chamaremos de R, contida no plano
xQy, delimitada pela representacées geométricas dos graficos da
funcdo f, das retas x = a, x = b e do eixo Ox (veja a figura

b
abaixo) serd dada por A = / f(x)dx u.a..
a
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Observacao

Se a fungdo f : [a,b] — R € integrdvel em [a, b] (pode assumir
valores negativos), entdo o valor da drea, que indicaremos A, da
regido limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy,
delimitada pelas representagoes geométricas dos graficos da funcio
f, das retas x = a, x = b e do eixo Ox (vide figura abaixo a
esquerda) pode ser obtida, geometricamente, refletindo-se a parte
da representacdo geométrica do grafico da funcdo f que fica abaixo
do eixo Ox em torno do eixo Ox (veja a figura abaixo a direita).
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Observemos que se considerarmos o valor da area, que indicaremos
por A’, da regido limitada, que chamaremos de R’, contida no
plano xOy, delimitada pelas representacées geométricas dos
gréficos da fungdo |f], das retas x = a, x = b e do eixo Ox (veja a
figura abaixo), entdo teremos que

A=A
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Observacao

Suponhamos que f , g : [a, b] — R sdo integrdveis em [a, b] e

0<f(x)<g(x), para x¢€]la,b].
Entdo o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada,
que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada pelas
representacoes geométricas dos graficos das fungées f e g, das
retas x = a, x = b e do eixo Ox (veja a figura abaixo) serd:

A= /abg(x) dx — /ab F(x) dx = /ab[g(x) — £(x)] dx.
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Observacio

Na situacdo acima podemos considerar somente o caso que,
independentemente das funcdes f e g assumirem valores ndo
negativos (veja a figura abaixo):

f(x) <g(x), para xE¢€]a,b],

b
A drea da regido acima, serd dada por: A = / [g(x) — f(x)] dx.
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Observacao

Em geral, se f , g : [a, b] — R sdo integrdveis em [a, b], entdo o
valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada, contida
no plano xOy, delimitada pelas representacées geométricas dos
grdficos da funcdo f e f, das retas x = a, x = b e do eixo Ox (veja
a figura abaixo) serd dada por

b
A:/a lg(x) — f(x)| dx u.a..

y =9(x)
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Exemplo

Sejam f,g,h: R — R fungées dadas por

F(x) = x +6, (3)
g(x) = x3, (4)
h(x) = —g , para x€R. (5)

Encontrar o valor da drea, que indicaremos por A, da regido
limitada, que indicaremos por R, contida no plano xOy, delimitada
pelas representacdes geométricas dos graficos das fungées f, g e h.

v
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Resolucgdo: observemos que (veja a figura abaixo)
f(x) = h(x) se, e somente se x + 6 = —f, ou seja, x = —4,
f(x) = g(x) se, e somente se x +6 = x>, ou seja, x = 2,

g(x) = h(x) se, e somente se — % = x3, ou seja, x =0.

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP

Slides de SMA354 - CALCULO Il



Como as fungbes f , g e h sdo continuas em R, serdo integraveis
em qualquer intervalo fechado e limitada de R, e assim

A= /[f ) — h(x ]dx+/[f x)] dx
OO0 [* [y (-3)] axr /02 [x+6—x7] o

0 3 2
:/ <x+6> dx+/ (x +6—x7) dx
L \2 \

Teor. fund. do Célculo |3 2 x=0 1 2 1
= [ +6X] +[2x +6x—4x4]

x=—4

exercicio
=22 u.a.,
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Exercicio
Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regido
limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas representacées
geométricas dos graficos das equacoes

2y —x—4=0 e x—y>=0, (6)

contidas no plano xOy.

Resolucao: a representacdo geométrica da regido R é dada pela
figura abaixo. ’
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Observemos que

2

2y2_4:x:y , se,esomentesey2:4, ou seja, y = £2.

Considerando-se as fungdes f,g : R — R, dadas por

fly)=2y>—4, e g(y)=y*, paray R,

como elas sdo continuas em R, serdo integraveis em qualquer
intervalo fechado e limitado de R, e assim

2
A= / )| dy= /2\(2y2—4)—y2| dy

:/ | 4|d y? 4<0,paray€[ 22]/ y2+4) dy
—2

Teor. fund. do Calc. [_)/3 N 4y] y=2
23 (_2)3 exercicio 32
= |-Z a2 - |- 4. (—2)| e =2
[ 3 + } [ 3 +4-( )] 3 u.a
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Nas notas também tratamos dos:

Exercicio

Encontre o valor da area, que indicaremos por A, da regido
limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada
pelas representacées geométricas dos graficos das fungdes f, g e
da reta x = 3, onde as fungdes f ,g : R — R, sdo dadas por N

f(x) =2%,
g(x)=2", para xeR.

Exercicio
Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regido
limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada
pelas representacdes geométricas dos grdficos das fungdes f e g,
pela reta x = 4, onde as fungées f ,g : R — R sdo dadas por

f(x) =x*4+3x+5,

g(x)=—x®>+5x+9, para xeR.
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e também do:

Exercicio

Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regido
limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada
pelas representacées geométricas dos grdficos equacoes

yP=x+4,
X+2y =4,

contidas no plano xOy.
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Volume de sdlidos pelo método das fatias

Seja S um sélido limitado contido em R3.
O objetivo é encontrar um modo de calcular o volume, que
indicaremos por V), do sélido S, para isto introduziremos a:

Definicao

Uma secao plana do sdlido S é uma regido plana, obtida da
interseccdo do sélido S com um plano de R3, que indicaremos por
o (figura abaixo).
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Definicao

Dado um sélido S e uma reta r, que identificaremos com eixo Ox,
interceptando-se o sélido S com um plano perpendicular a reta r
(ou seja, ao eixo Ox) no ponto x, obteremos uma se¢do plana do
sélido S que chamaremos de secao reta do sélido S no ponto x
(figura abaixo).
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Com isto temos o:

Teorema

(método das fatias) Suponhamos que o valor das dreas das
se¢les retas do sdlido S seja dada por uma fungdo A : [a,b] — R
que € continua em [a, b].

Entdo o valor do volume, que indicaremos por V, do sdlido S serd
dado por:

b
V= /a A(x) dx u.v., (7)

onde u.v. denota unidade de volume.

Apliquemos ao:

Encontre o valor do volume de um cone circular reto, cujo raio do
circulo da base € igual a r > 0 e cuja altura vale h > 0.
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Resolucao: geometricamente temos

Consideremos a reta r, isto €, o eixo Ox, como sendo o eixo do
cilindro, com origem no seu vértice e orientado para baixo (figura
abaixo).
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Observemos que para cada
x €0, h],

a secdo reta do cilindro em x serd um circulo, cujo centro estd no
eixo Ox, distando x unidades do vértice e cujo raio denotaremos
por r' (figura abaixo).

Logo, da figura acima, teremos que

OB—h, OA—x, BC—reAD =", (8)
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Os tridngulos AOBC e AOAD s3o semelhantes (caso AAA):
AD OA

ﬁ:ﬁ X,OU ainda, r,:%X. (9)

,

ou, por (8): — = —
» ou, por (8) r h
Logo, para cada x € [0, h], o valor da &rea, que indicaremos por
A = A(x), da se¢3o reta do cilindro em x, serd dada por

2
209 _(r \? re o2
A(x) = (r') :W(Bx> =mog X, (10)
ou seja, o valor da area da secdo reta do cone reto dado serd uma
fungdo continua de x, para x € [0, h], do Teorema do método das
fatias, segue que:

2 2 h
/A (10/7rr2x2dx:7rr2/ x2 dx
h h“ Jo

x=h

=—ar*huv..

n (3] ]- 3

2 3

Teor. fund. do Cilc. r X
pr— 7'[' R
h2
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Nas notas temos também os:

Exercicio

A partir de um tridngulo equilatero de lados de comprimento |, com
um dos vértices na origem e sua altura sobre o eixo Ox, construa
um sélido S, cuja secdo reta do sélido S, em x, é um quadrado.
Calcule o valor do volume do sélido S.

O sdlido acima é uma pirdmide de base quadrada, cuja
representacdo geométrica € dada pela figura abaixo.
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