‘Volume de sélidos de revolucéo‘

Seja o um plano em R3, t uma reta contida no plano ¢ e R uma
regido plana que estd contida num dos semi-planos, do plano ¢,
determinados pela reta t (veja a figura abaixo).
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Definicao

O sdlido S obtido da rotacdo da regido R (contida no plano o) em
torno da reta t sera denominado sélido de revolucao e a reta t
serd dita eixo de revolugao (figura abaixo).

Observacio

O objetivo € encontrar o volume de um sélido de revolucdo S
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Comecaremos por uma situagcdo mais simples, a saber: seja
f :[a,b] = R uma fungdo continua e ndo negativa em [a, b], ou
seja,

f(x) >0, para x € [a,b],

e denotemos por R, a regido limitada do plano xOy, delimitada
pelas representacdes geométricas dos graficos da funcdo f, das
retas x = a, x = b e do eixo Ox (figura abaixo).
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Observemos que, para cada x € [a, b], as se¢des retas do sélido S,
em x, relativamente ao eixo de revolucdo Ox, serd um circulo, cujo
centro é o ponto (x,0) e cujo o raio serd f(x) (figura abaixo).

y = f(x)

— (eizo de revolugdo)

\ ~
S secdo reta do séhdo S em x

Logo, para cada x € [a, b], o valor da drea acima, serd dada por

Ax) =72 T 0 (1)

Como a fungdo f é continua em [a, b], segue que a fungdo
A = A(x), dada por (1), também serd continua em [a, b].
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Seja V o valor do volume do sélido S.
Logo, do Teorema do método das fatias, segue que

b 1 b )
V= / A(x) dx 2 7 / [F()]? dx w.v. . 2)

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo
Consideremos a fungdo f : R — R dada por

f(x) =x?>, para x€eR. (3)

Calcule valor do volume )V, do sélido de revolucdo S, obtido da
rotacdo da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada
pelas representagcées geométricas dos graficos da fungido f, da reta
x = 2 e do eixo Ox, em torno do eixo Ox.
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Resolucao: a representacdo geométrica da regido R, que serd
rotacionada em torno do eixo Ox, é dada pela figura abaixo.

P ara cada x € [0,2], o valor da érea, isto é, A = A(x), da segdo
reta do sélido S, em x, serd o valor da drea de um circulo de raio

r:f(x)(i)xz.
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A fungdo f é n3o negativa, assim, para cada x € [0, 2], teremos

que r=r{x
AR =7 P Dr ) = mxt. (@)
\\‘ /
\\\ /x
i
5'7 segéo reta do 56l

Observemos que a fungdo A : [0,2] — R, dada por (4), é uma
fungdo continua em [0, 2].
Logo, pelo Teorema do método da fatias, segue que

x=2
V= /A ()/7TX dX_7T|:; 5] 32

= — T u.v.
x=0 5
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Observacao

Um esbogo da representacdo geométrica do sélido é dado pela
figura abaixo.
ra\
yd \
VA |
a_ \
a '
N \ *
\ | I‘
N ‘
AN
.'.‘\I.‘
.\_, /f.

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Exercicio
Consideremos a funcdo f : R — R, dada por

f(x)=x>, para x€R.
Encontre o valor do volume, que indicaremos por ¥, do sélido de
revolucdo S, obtido da rotacdo da regido limitada R, contida no
plano xOy, delimitada pela representacbes geométricas dos grafico
da funcdo f , das retas x =1, x = —1, em torno do eixo Ox
(figura abaixo).

St raio do circulo em x & igual a X}
1 /
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Resolucgdo: observemos que, para cada x € [—1,1], a secdo reta
do sélido S, em x, (figura abaixo) é um circulo de centro sobre o
eixo Ox, cujo raio é

r=|f(x)|= ‘x3‘ .

y 4

x (eixo de revolugio)
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Para cada x € [—-1,1], o valor da &rea, que indicaremos por
A = A(x), da sec3o reta do sélido em x serd dada por:

Ap) =7 (1) (5)

Observemos que a fungdo A : [-1,1] — R, dada por (5), é uma
fungdo continua em [—1,1], logo, do Teorema do método das
fatias, segue que

b (5) 1 5 1
V= [ A(x)dx = / T (}x?’}) dx =17 / x® dx
“1 -1

exercicio 2

7

mTuv.,

x=-1
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A representagdo geométrica do solido S acima € dada pela figura
abaixo.

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Nas notas temos também os:

Exercicio
Sejam f , g : R — R as fungdes dada por

f(x)=x2+2 e g(x)=x+8, para x€eR.
Encontre o valor do volume, que indicaremos por Y, do sélido de
revolucdo S, obtido da rotacdo da regido limitada R, contida no
plano xOy, delimitada pelas representacées geométricas graficos
das fungées f e g, quando rotacionada em torno do eixo Ox (as
figuras abaixo nos fornecem a regido R e do sélido S ).

y = x

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Exemplo

Seja f : R — R a fungdo dada por

f(x)=x3, para xeR.
Encontre o valor do volume, que indicaremos por )V, do sélido de
revolugdo S, obtido da rotacdo da regido limitada R, contida no
plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica dos graficos
da fungdo f , das retas x =1, y = —1, em torno da reta y = —1
(as figuras abaixo nos fornecem a regido R e o sélido S).

x=1

; y = x?
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Exercicio

Sejam 0 < a < b fixados. Encontre o valor do volume, que
indicaremos por )V, do sélido de revolugdo S, obtido da rotacdo da
regido limitada R, contida no plano xOy, em torno do eixo Ox,

onde Ri{(X,y)ERz;X2+(y—b)2§a2}.
A superficie deste sélido é denominada de toro (as figuras abaixo
nos fornecem a regido R e do sélido S).
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Exercicio

Sejam r, h > 0 fixados. Calcular o valor volume, que indicaremos
por V, do sélido de revolucdo S obtido da rotacdo da regido
limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas retas

h
y=—-x e y=h epeloeixo Oy, em torno do eixo Oy
r

(as figuras abaixo nos fornecem a regido R e do sélido S).

i

seglo reta emd y
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Exercicio

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sdlido de
revolucdo S obtido da rotacdo, em torno do eixo Oy, da regido
limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas representacées
geométricas da curva

y> =x e pelaretay =1 e pelo eixo Oy.

(as figuras abaixo nos fornecem a regido R e do sélido S).

P
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Exercicio

Encontre o valor do volume, que indicaremos por Y, do sélido de
revolucdo S, obtido da rotacdo, em torno da reta x = —1, da
regido limitada, contida no plano xOy, delimitada pelas retas

h
y ==X, y =h e pelo eixo Oy.

(as figuras abaixo nos fornecem a regido R e do sélido S).
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Método dos cilindros para sélidos de revolucao

Sejam L < aef,g:[a,b] — R fungdes tais que

g(x) < f(x), para x€]a,b].
Consideremos o sélido de revolugdo S obtido da rotacdo da regidao
limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas representacdes
geométricas dos graficos das funcdes f e g, pelas retas x = a,
X = b, em torno da reta x = L, isto é, a reta x = L serd o eixo de
revolugdo do sélido S. Para cada x, € [a, b], A(x,) denotard o
valor da area do cilindro obtido da rotacdo do segmento, que é a
interseccao da reta x = x, com a regido R, em torno da reta x = L
(veja a figura abaixo).
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O cilindro acima obtido serd denominado secao cilindrica
(ou cilindro) do sélido S em x, (figura abaixo).
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Na situacdo acima, temos que, para cada x € [a, b], o valor da
area, isto é, A = A(x), da se¢do cilindrica do sélido S, em x, serd
dada por:

A(x) =27mr(x)h(x), onde r=r(x) e = h(x)

sdo, respectivamente, os valores do raio e a altura da secao
cilindrica do sélido S, em x (figura abaixo).

Com isto, para cada x € [a, b], teremos que

r(x) =x—1L, h(x)=1f(x)— g(x)
e assim: A(x) =27 (x — L) [f(x) — g(x)]. (6)
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Teorema

Sejam a, b, L tais que
L<a<b.

Suponhamos que as fungées f , g : [a, b] — R sdo continuas em
[a, b] e satisfazem
g(x) < f(x), para x¢€la,b].
Entao o valor do volume, que indicaremos por )V, do sélido de
revolucdo S, definido anteriormente, serd dado por
b

V= A(x)dx, (7)

a

onde u.v. denotarda a unidade de volume.
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Exemplo
Sejam f , g : R — R fungbes dadas por

f(x)=1-x% g(x)=x>—1, para x€cR.
Encontre o valor do volume, que indicaremos por )V, do sélido de
revolugdo S, obtido da rotacdo da regido limitada R, contida no
plano xOy, delimitada pelas representacées geométricas dos
grdficos das funcbes f e g, em torno da reta x = 2 (figura abaixo).
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Resolugao: as fungdes f e g sdo continuas em [a, b]. Logo
podemos aplicar o Teorema do método das cascas cilindricas para
calcular o valor volume YV do sélido de revolucdo S.

Observemos que

f(x) = g(x), se, e somente se, 1 —x2 =x>—1,

ou seja, x=1 e x=-1.

Notemos que, para cada x € [—1,1], temos que o valor da &rea,
que indicaremos por A = A(x), da se¢3o cilindrica do sélido de
revolucdo S, em x (é a rotacdo de um segmento em torno da reta
x = 2 - veja a figura abaixo), serd dada por:

=27(2-x) [(1-x*)— (x¥*-1)], para x€[-1,1], (9)

que é uma fungdo continua em [—1,1].
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Logo, pelo Teorema do método das cascas cilindricas, segue que

(1) ’ X X = ' TrXx X X
V—/aA()d _/12 (x) h(x) d

1 -
@2ﬂ/ 2-x)[(1-x%) — (x*-1)] dxexegao%ﬂ u.v.,
1

|
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Nas notas temos também os:

Exercicio

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de
revolucdo S, obtido da rotacdo da regido limitada R, contida no

plano xOy, em torno da reta x = 3, onde R € o circulo de centro
no ponto (0,0) e cujo raio tem valor igual a 2, isto €,

Ri{(x,y)ERz; ,x2—|—y2§4} .
(as figuras abaixo nos fornecem a regido R e do sélido S ).
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Exercicio

Encontre o valor do volume, que indicaremos por Y, do sélido de
revolucdo S, obtido da rotacdo da regido limitada R, contida no
plano xOy, delimitada pelas representacées geométricas das retas

x=y—3, x=—-y+3, y=1, emtornodaretay =1.

(as figuras abaixo nos fornecem a regido R e do sélido S).
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