’Integrais improéprias de 1.a espécie‘

Definicao

Seja f : [a,00) — R uma fungdo integrdvel em [a, b], para cada
b € [a,0). Definiremos a integral imprépria, de 1.a espécie,

da f em [a,0), denotada por/ f(x) dx,como sendo

b—oo

/:o f(x)dx = lim /ab F(x) dx . (1)

o
Diremos que a integral imprépria de 1.a espécie f(x)dx é
a
convergente se o limite (1) acima existir e for finito (um nidmero
real).
Caso contrario, diremos que integral imprdpria de 1.a espécie
acima € divergente.
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De modo andlogo temos a:

Definicao

Seja g : (—oo, b] — R uma fungio integravel em [a, b|, para cada

a € (—oo, b]. Definiremos a integral imprépria, de 1.a espécie,
b

da funcdo g, em (—o0, b], denotada por/ g(x) dx, como

—00

sendo . .
/ g(x)dx = lim /g(x)dx. (2)

oo a——00

b

Diremos que a integral imprépria de 1.a espécie / g(x)dx é
—00

convergente se o limite (2) acima existir e for finito (um nidmero

real).
Caso contrdrio, diremos que integral imprdpria de 1.a espécie é
divergente.
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Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

(o]
/ e~ dx. Caso ela seja convergente, encontrar o seu valor.
0

Resolugao: neste caso a fungdo 7 : [0,00) — R serd dada por
f(x)=e™, para x€[0,00). (3)

Como a fungdo f é continua em [0, c0), segue que ela serd
integravel em [0, b], para cada b € [0, c0) fixado e:

00 b
/ e Xdx W lim / e X dx
0 b—o0 0

x=b
Teor. fund. Célc. em [0, 5] . _ _
= [0 £] lim |—e™™ = lim |—e b_(_l)]
b—oo x=0 b—o0
. —b . 1 exercicio
bllm e’ = bllm - = 0
— —00 €
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Logo, de (4) e da Definicdo acima, segue que a integral imprdpria
o0

de 1.a espécie / e~ dx serd convergente e seu valor é igual a 1.
0
O

Observacio

A fungdo f do Exemplo acima, é ndo negativa.

Logo a integral imprdpria de 1.a espécie acima nos fornecera a
drea, denotada A, da regido R, contida no plano xOy, delimitada
pela representacao geométrica do grafico da fungdo f, pela reta
x =0 e o eixo Ox (figura abaixo), ou seja,

A:/ e*deg)lu.a..
0
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Nas notas resolvemos também os:

Exemplo

Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

o
/ — dx . Caso ela seja convergente, encontrar o seu valor.
1 X

| A

Observacio

A funcdo f do Exemplo acima, € ndo negativa.

Logo, a integral impropria de 1.a espécie acima nos fornecera a
drea, cujo valor denotaremos por A, da regido R, contida no plano
xQy, delimitada pela representacdo geométrica do grafico da
funcdo f , pela reta x = 1 e o eixo Ox (figura abaixo).
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Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

[e.e]
/ — dx . Caso ela seja convergente, encontrar o seu valor.
1 X

Observacao

A fungdo f do Exemplo acima, € ndo negativa.

Logo, segue que a integral impropria de 1.a espécie acima nos
fornecerd a drea, denotada por A, da regido R, contida no plano
xQy, delimitada pela representacdo geométrica do grafico da
funcdo f , pela reta x =1 e o eixo Ox (veja a figura abaixo)
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Os dois ultimos Exemplos acima, podem ser obtidos como
consequéncia do seguinte resultado gera, cuja demonstracdo pode
ser encontrada nas notas de aula:

Proposicao

Seja p € R. A integral imprépria de 1.a espécie

1
/ — dx € convergente
1 xP

se, e somente se, p>1.

Além disso, se p > 1, teremos
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Sejam s > 0 e a € R fixados. Estudar a convergéncia da integral

o
imprépria de 1.a espécie / e °tdt. Caso ela seja convergente,
a

encontrar o seu valor.

Resolucgdo: consideremos a fungdo fs : [a,00) — R serd dada por
f(t) =e°", para te[a,c0).

Como a fungdo fs é continua em [a, c0), segue que ela sera
integrdvel em [a, b], para cada b € [a, ) fixado e:

00 b
/ e Stdt W i / e Stdt
a b—oo a

t=b
Teor. fund. Célc. em [a,b] . 1 st
= lim | —e
b—oo | —S t—2a
N 1 lim |:e_5b e_sai| exercicio e ?° (5)
(—S) b—o0 S
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Logo, de (5) e da Defini¢do acima, a integral imprépria de 1.a
o0 —as

espécie e °! dx serd convergente e seu valor serd

, para

cada s >30 fixado, ou seja,

o] —as
/ eStdt="| (6)
a

S

para cada s > 0 fixado.
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Definicao

Seja f : R — R uma fungdo integravel em [a, b|, para cada
a,beR, coma< b. Definiremos a integral imprépria da
funcdo f, de 1.a espécie, em (—oo, c0), denotada por

/ f(x) dx, como sendo

—00

/_Zf(x)dxi/_;f(x)dij/coof(X)dX’ (7)

onde c € R estd fixo. Diremos que a integral imprdpria de 1.a

o0
espécie / f(x) dx € convergente, se as integrais improprias

/_oo F(x)dx e /COO f(x) dx

forem convergentes. Caso contrdrio, diremos que integral impropria
de 1.a espécie (7) é divergente.
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Estudar a convergéncia da integral imprdpria de 1.a espécie

* 1
/ T2 dx . Caso ela seja convergente, encontrar o seu valor.
oo 14+ x

Resolucgdo: consideremos a fungdo f : (—oo,00) — R dada por

Flx) = —

:m, para xeR. (8)

Como a fungdo £ é continua em (—o0, ), segue que ela serd
integrdvel em [a, b], para cada a, b € R fixados, com a < b e:

o0 1 ¢ 1 o0 1
—— dx= dx+/ ——dx. 9
/001+x2 /001+x2 ¢ 14 x2 ©)
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Mas

S | b
/ 2dx: lim / 2dx
c 1+x b—oo Jo 14+ x

Teor. fund. Célc. em [c, b] ..
= lim
b—o0

arctg(x)

x=b
x=c
exercicio T

5 arctg(c), (10)

X=C

)

= lim [arctg(c) — arctg(a)] =" arctg(c) — (—E>
a——00

2

= arctg(c) + % . (11)

= Jlim [arctg(b) — arctg(c)]

¢ 1 <1
/ 5 dx=_lim / 5 dx
—o 1+ x a——c0 J; 14 x

Teor. fund. Calc.em [a, c]

a——0o0

lim [arctg(x)
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Logo, de (10) e (11), temos que as integrais impréprias de 1.a

espécie
< 1 ¢ 1
/ S dx e / ——dx
c 1l+x oo 1+ x
serao convergentes e assim, da Definicdo acima, segue que a a

[e.e]
integral imprépria de 1.a espécie / 5 dx serd convergente e
—oo 1+ x

> 1 ¢ 1 > 1
/ 2dx:/ 2dx+/ ——dx
—oo 1+ x oo 1+ x

¢ 1+x2
(10) £ (11) [% — arctg(c)} + [arctg(c) + g} = % + % =,
<1
isto é, / 5 dx =T
oo 1+ x
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Observacao

Do Exemplo acima, temos que a drea, que indicaremos por A, da
regido R, delimitada pela representacdo geométrica do grafico da
funcdo f, dada por (8), e pelo eixo Ox, serd dada pela integral
impropria de de 1.a espécie acima, pois a fun¢do f, é ndo negativa
em R, (veja a figura abaixo) e:
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’Propriedades das integrais improéprias de 1.a espécie:‘

Proposicao

Sejam f , g : [a,00) — R integrdveis em [a, b], para b € [a, c0),
o (e}

AER, f(x)dx e g(x) dx sdo convergentes. Entdo:

a a

o0
1. a integral imprdpria / f(x) dx serd convergente e:
(o}

/:O F(x) dx = / F(x) dx + /:o £(x) dx
o e

integral definida  integral impropria de 1.a espécie

o
2. a integral imprdpria / (AT)(x) dx serd convergente e
a

/:O()\ F)(x) dx = A /:o f(x) dx .
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Proposicao

o0
3. as as integrais imprdprias / (f + g)(x) dx,
a

/a Oo(f — g)(x) dx, serdo convergentes e:
/:O(f +g)(x) dx = /:O F(x) dx + /:O 2(x) dx
/aoo(f —g)(x)dx = /:o F(x) dx — /:Og(x) ox.

o
4. Se \ # 0, a integral imprdpria / f(x) dx é convergente e a
a
o

integral imprdpria g(x) dx for divergente, entdo as
a

integrais imprdprias / (f+g)(x)dx,, [>°(f —g)(x)dx e

a

/ (A g)(x) dx serdo divergentes.
a
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Teorema

(da comparagdo para integrais impréprias) Sejam
f,g:[a,o0) — R funges integraveis em [a, b|, para b € [a,o0),
satisfazendo

0<f(x)<g(x), para x€[a,o0).

Ent3o:
o0

©Q Se a integral imprdpria / g(x) dx for convergente, entdo a

a
(e 9]

integral imprdpria f(x) dx serd convergente e

[ o= /j;(X) ™

(e.9]

@ Se a integral imprdpria f(x) dx for divergente, entdo a
a

oo
integral imprdpria / g(x) dx serd divergente.
a
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Observacio
Vale um resultado andlogo aos resultados acima, para integrais
imprdprias em (—oo , b] e em (—o0,00),

1

o
Estudar a convergéncia da integral impropria / —dx.
1 1+ x3

Resolugao: a fungdo f : [1,00) — R é dada por

f(x) = _ para x € [1,00), (13)

\/1—|—X3,

é uma funcgdo f serd integrdvel em [1,b] , para cada b € [1,0)
fixado, pois é uma continua em [1, o).
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Se a func¢do g : [1,00) — R é dada por
1

g(x)=—, para x€]l,00), (14)
X2

oo oo 1
integral imprdpria / g(x)dx = / —5 dx serd convergente.
1 1 x2

Para cada x € [1,00), temos que
1 1> 1 (14)
< =5 = g).
2

02709 g S
X X

Logo, de (15), da desigualdade acima e do item 1. do Teorema da

entdo, por Proposicdo anterior (com p = = > 1), temos que a

(15)

comparacao para integrais improprias, segue que a integral
oo
dx serd convergente.
O

imprépria
1 14 x
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Observacio

No Exemplo acima, mostramos que a integral imprdpria de 1.a
espécie € convergente mas nao conhecemos o valor da mesma.

Exercicio

| \

Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

& 1
/ S —
1 V14 x2
Resolugao: consideremos as fungdes f, g : [1,00) — R dadas por:

1

g(X)iﬁ,

Observemos que (x +1)2 =x*4+2x+1>1+x2>0,

implicando em: 14+ x > V14 x> >0, para x€[l,00). (16)
1 (16) 1

LOO X )= > =

v

f(x)=1+x, para x€[l,0).

f(x), para x€[l,00).
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Notemos que

/ f(x) dx:/ 1 dx exeg,Ciooo,
1 1 1 + X

(o]
isto é, a integral imprépria de 1.a espécie /

é divergente.
1+ x 8

Logo, das consideracdes acima e do item 2. do Teorema da
comparacao para integrais improprias, segue que a integral

[ee]
. (. 1
improépria de / —_—
1 1+ x2

dx também sera divergente.

Nas notas também tratamos dos:

Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

o0 2
/ e X dx.
1
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Teorema

Seja f : [a,00) — R uma fungdo integrdvel em [a, b], para cada
b € [a,00), ndo negativa em [a,0) e suponhamos que

existe p € R tal que lim xPf(x) = A,

X—r00

onde A € [0, 0] .
Q se

pe(l,o0) e A€0,00),
(e.0)
temos que a integral imprdpria de 1.a espécie / f(x) dx
a

serd convergente.

Q se
,DE(—OO,].] € AE(0,00],

(o.0]
temos que a integral imprdpria 1.a espécie / f(x) dx serd
a

divergente.
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x> 4+2x+1
4x* +25x34+2x+5

dx € convergente?

o
A integral imprdpria /
1

Resolugao: a fungdo f : [1,00) — R dada por

) x4 2x 41
f(x) = :
4x%+25x34+2x+5
é integravel em [1, b], para cada b € [1,00) fixado (pois fun¢do f
é uma fungdo continua em [1,00)), ndo negativa em [1,00) e,

5 x*+2x+1

para x € [1,00),

lim x?f(x) = lim |x 4 3

X—r00 X—00 4x"+25x"+2x+5

— lim X4+2X3+X2 exegfcioliA
x—o0 4x* 4+ 25x3 +2x 45 4 '

1
Como: p=2>1 e A:ZG[O,oo)

do item 2. do Teorema acima, segue que a integral imprdpria de
serd convergente. O
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Exercicio

% 1 — cos(x)

> dx

Estudar a convergéncia da integral impropria /
1 X

Exercicio

| \

Estudar a convergéncia da integral impropria

o0
/ S S—
1 Vx4 x?+l

Exercicio

| \

Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie
© x2_1

|
1 Vx%+16

Exercicio

| A\

0
Estudar a convergéncia da integral impropria /
1

A

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

o0 2
V4 1
/ X74+dx.
1 X

Teorema

Seja f : [a,00) — R uma fungdo integrdvel em [a, b], para cada
o

b € [a,0). Se a integral impropria |f(x)| dx for convergente,
a

o
entdo a integral imprdpria / f(x) dx também serd convergente e

/:o F(x) dx| < /:O I (x)| dx.

Vale um resultado andlogo ao Teorema acima, para integrais
imprdprias em (—oo , b] e em (—o0, 00).

Observacio
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