’ Funcoes a valores reais, de varias varidveis reais‘

Seja R"={X=(x1, " ,%xp); x; € R, paraie{l,--- n}}.

Exemplo

Consideremos a fungéo f : D(f) — R, dada por

. Xty .
el = o e i) ) = {(x,y)eR*; x £y} .
Determinar a representacdo geométrica do dominio e do grdfico da
funcdo f.

Resolucao:
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Exemplo

Consideremos a funcédo f : D(f) — R, dada por

fx,y)=Vx—y +V1-y

para (x,y) € D(f) = {(x,y)eRz; y<xey<1}.
Encontre a representacdo geométricas do dominio e do grdfico da
funcdo f.

Resolucao:
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Exemplo

Consideremos a fungdo f : D(f) C R? — R dada, implicitamente
porz = f(x,y), para cada (x,y) € D(f), que satisfazem a
seguinte identidade:

X24+y?4+722=1, comze[0,x).
Representar, geometricamente, o dominio e o grafico da fungio f.

v

Resolucao:

T
o
q,}///////,,;;;:,;ll‘;:

Wil

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



Consideremos a funcdo f : D(f) C R?2 — R, dada por

f(x,y)= \/y—x2 para (X7y)GD(f)i{(X;}/)ER2;X2§y}.

Representar, geometricamente, o dominio e o grafico da fungdo f.

Resolucao:
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Definicao

Diremos que a funcdo f : R? — R é uma funcao linear, se puder
ser colocada na seguinte forma

f(x,y)=ax+by para (x,y) €R?,

onde a, b € R sdo fixados.

| \

Observacao

A representacdo geométrica do grafico de uma funcio linear, serd
um plano em R3, que passa pela origem O = (0,0,0), ou seja, um
plano que tem uma equagao geral dada por:

m:ax+by—z=0.

A\
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Exemplo
A funcio f : R? — R dada por

f(x,y)=2x—3y, para cada (x,y) € R?

é uma funcdo linear em R?. Obtenha a representacio geométrica
do grafico da fungido f.

Resolucao:
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Definicao

Uma funcdo f : R> — R serd dita funcdo linear-afim, se puder
ser colocada na seguinte forma

f(x,y)=ax+by+c, paracada (x,y) € R?, (1)

onde a,b,c € R sdo fixados.

Observacio

| A\

A representagdo geométrica do grafico de uma fungdo linear-afim,
serd, em geral, um plano em R3, cuja equacio geral serd dada por:

™ ax+by+c—z=0.

A\
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Considere a funcio f : R? — R, é dada por

f(x,y) =x+3y—2 para (x,y) € R%.

Obtenha a representacdo geométrica do seu grafico.

Resolucao: Notemos que a funcdo f é uma funcdo linear-afim em
R?.
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Definicao

|

SejapeZt ={0,1,2,3,---} fixado. Uma funcado polinomial
de grau p, de duas varidveis, a valores reais, ¢ uma fungao

f : R> » R, que pode ser escrita na seguinte forma:

f(x,y)= Z amn x™y" para (x,y) € R?,
m+n<p

os coeficientes am, € R, onde am, # 0, para algum (m,n) € Z*,

satisfazendo m+n=p.

Exemplo
A funcdo f : R? — R dada por

f(x,y)=x2+y?, paracada (x,y)eR?,

€ uma fungdo polinomial, de grau 2, de duas varidveis reais.
Obtenha a representacdo geométrica do grafico da fungio f.

N
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Resolucao: como foi visto na disciplina de Geometria Analitica, a
representacdo geométrica do grafico da funcdo f, é o paraboloide

de revolucdo, obtido da rotagao do grafico da parabola

z=x?,
contida no plano xOz, em torno do eixo Oz, cuja equacgdo é dada
por (veja a figura abaixo)

z:x2+y2.
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A funcdo f : R? = R, dada por
f(x,y) =x®>—y?, paracada (x,y)€R?,

€ uma funcio polinomial, de grau 2, de duas varidveis reais.

Obtenha a representacdo geométrica do grafico da fungio f.

Resolucao: como foi visto na disciplina de Geometria Analitica, a
representacdo geométrica do gréfico da funcdo f é o paraboloide
hiperbdlico (ou sela), a saber:

z=x%>—y2.

AN o s
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A funcio f : R?> — R, dada por
2 2

. X y
flx,y) = 5 + 5 para (x,y) € R?,

€ uma fungdo polinomial, de grau 2, de duas varidveis reais, onde
a,b > 0 estdo fixos. Obtenha a representacdo geométrica do
grdfico da funcio f.

Resolucao: como foi visto na disciplina de Geometria Analitica, a
representacdo geométrica do seu grafico é o paraboloide eliptico, a
saber: 0% y

Am il 9”"{((”‘“‘4«

E"l‘\ﬂ\‘l‘l”l‘ilﬂllllﬂm \'t't“"/

Wi
\ ‘mgn%m . 0
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Definicao
Uma funcdo f : R" — R dada por

. PO, Xn)
fX,"',Xn e e S
b ) qlx, -+ xn)

para (x1,---,xn) € Dom(f),
onde as fungées p e q sao fungbes polinomiais de n-varidveis e
Dom(f) ={(x1, - ,xn) € R"; q(x1, -+ ,xn) #0},

sera dita funcao racional, de n-variaveis reais, a valores reais.

Exemplo
A fun¢do f : R? — R, dada por

X2—|—2

- y
f(x,y) = 55— para (x,y) e R*\ {(x,y); x¥* —y* =0} ,
xX“—y

€ uma funcio racional, de duas variaveis reais.
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Definicao

Seja A C R", ndo vazio. Uma funcdo f : A C R" — R serd dita
limitada no conjunto A, se podemos encontrar M > 0, de modo
que

|f(x)] <M, paraxeA.

Definicao

Seja A C R", ndo vazio e p € R". Uma fungdo f : A\ {p} - R
sera dita limitada no ponto p € A, se podemos encontrar r > 0,
de modo que a fungdo f, quando restrita ao conjunto

[AN B (p)]\ {p}
for uma fungdo limitada no conjunto [AN B.(p)] \ {p}, ou seja,
existe M, > 0, de modo que

[F()I < Mr, para x € [ANB(p)] \ {p},
onde B.(p) ={xeR"; |x—p| <r}.
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Consideremos a fun¢do f : R? — R, dada por

f(x,y) = sen (x*y) + cos (xy?) para (x,y) € R?.

Mostre que a funcdo f é limitada em R>.

Resolucao: consideremos

M =2, para (x,y) € R?, segue que:
1f(x,y)|=]sen (x*y) + cos (xy?) | < |sen (x*y) |+ | cos (x y?) |

<1 <1

<141=2=M,

mostrando que a funcdo f é limitada em R2.
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Por outro lado, temos o (veja as notas de aula):

Exemplo
Consideremos a fungdo f : A =TR?\ {(0,0)} — R dada por

1
fx,y) = Z iy e cada  (x,y) € R*\ {(0,0)}.

A funcdo f nao € uma fungdo limitada em

A=R*\{(0,0)},

mas € uma funcdo limitada em qualquer ponto P, € A, fixado.

Prof. Wagner V. L.Nunes - SMA - ICMC - USP Slides de SMA354 - CALCULO 1l



’Funt;c")es de duas variaveis reais, a valores reais: curvas de nivel ‘

Definicao
Sejam A C R2 njo vazioef : ACRZ - R fungdo, de duas
varidveis reais, a valores reais e c € R. O conjunto
-1 : 2
f({c}) ={(x,y) € A; f(x,y)=c} CR
serd denominado curva de nivel do grafico funcao f, corres-
pondente ao nivel z = ¢ .

Observacao

e O conjunto f~1 ({c}) é formado por elementos do dominio da
funcio f (isto é, um subconjunto de R?), cujas imagem sdo
iguais a c. Jd o grdfico da funcdo f é um subconjunto de R3.

@ A fungio f assume um mesmo valor, sobre os pontos de uma
curva de nivel fixada.
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Exemplo

Sejam k € R fixado e f : R?> — R funcdo dada por
f(x,y) =k, para cada (x,y) € R?,

isto €, a fun¢do f € a funcio constante. Encontre as curvas de
nivel e a representacdo geométrica do grafico da fungdo f.

Resolucao: notemos que a representacdo geométrica do grafico da
funcdo f é o plano z = k em R3. Neste caso, as curvas de nivel

¢ = k, associadas a funcdo f, serdo todas as curvas que estdo
contidas no plano xOy, ou seja, o R2.

Por outro lado, se ¢ # k, ndo teremos curvas de nivel ¢, ou seja,
serd o conjunto vazio, ou seja

R?2, sec=k

1 N
e = 0, sec#k
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Exemplo

Sejam a, b, c € R fixos e consideremos f : R? — R, a funcdo dada
por

f(x,y)=ax+by+c, para (x,y)eR?.
Encontre algumas curvas de nivel e a representacdo geométrica do
grafico da funcgio f.

Resolucao:
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Exemplo

Sejam a, b nimeros reais, ndo nulos, fixos e consideremos a funcdo
f : R?> — R dada por ) )

. X y
flx.y) = 5+ 5, para (x,y) €R?.

Encontre algumas curvas de nivel e a representacdo geométrica do
grdfico da funcdo f.

Resolucao: se a # b, a representacdo geométrica grafico da
funcdo f, nos fornecerda um paraboldide eliptico e se a = b teremos
um paraboldide de revolucdo (visto na Geometria Analitica.)

omn B O o
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Exemplo

Consideremos a funcdo f : R?\ {(0,0)} — R, dada por

1
oy} =4 22 =© (x,y) #(0,0)

0, se (x,y)=1(0,0)
Encontre algumas curvas de nivel e a representacdo geométrica do
grafico da funcgao f.

Resolucao:

300
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Consideremos f : R?> — R a funcdo dada por

f(x,y) =x®>—y?, paracada (x,y)€R?.

Encontre algumas curvas de nivel e a representacdo geométrica do
grafico da fungio f.

Resolucdo: a representacdo geométrica do grafico da funcao f é o
paraboldide hiperbdlico ou sela (visto em G.A.) ,

R

T
R0
ettt

N
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Nas notas temos também o:

Seja f : R? = R, a fungdo dada por

X

f(x,y)im, para cada (x,y) € R2.

Encontre algumas curvas de nivel e a representacdo geométrica do
grafico da fungao f.

Resolucao:

()

I I I
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‘ Superficies de nivel ‘

Uma fungdo f : A C R3 — R tem o seu gréfico contido em R* e
este sera dado por:

G(f)i{(x,y,z,f(x,y,z)); (ny,Z)EA}gR‘l.

Definicao

Sejam A C R3 ndo vazio e f : AC R® — R uma funcio. Dado
c € R, o conjunto

F({ch) ={(x,y,2) €A; f(x,y,2) = c} CR®,

serd denominado superficie de nivel ¢ associada a funcao f.
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Seja f : R® = R, a fungdo dada por

f(x,y,z) =x*>+y?>— 2z, paracada (x,y,z) €eR>.

Encontre algumas superficies de nivel, associadas a funcio f.

Resolucao:
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