
9.a Lista de Exerc��cios Simpli�cada - SMA354 - C�alculo II

Derivadas de ordens superiores, m�aximos, m��nimos locais e globais, multiplicadores de Lagrange

Professores Wagner e Marcelo

Exerćıcio 1 Suponhamos que as fun�c~oes u , v ∈ C2(Ω ; R), onde o conjunto Ω �e um subconjunto

aberto de R2, satisfazem as equaçõeses de Cauchy-Riemann em Ω, ou seja:

∂u

∂x
(x , y) =

∂v

∂y
(x , y) e

∂u

∂y
(x , y) = −

∂v

∂x
(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω.

Mostre que as fun�c~oes u e v s~ao fun�c~oes harmônicas em Ω.

Exerćıcio 2 Sejam u , v ∈ C2
(
R2 ; R

)
, tais que

v(r , θ) = u(x , y) ,

onde {
x
.
= r cos(θ)

y
.
= r sen(θ)

.

Veri�que que

∂2u

∂x2
(x , y) +

∂2u

∂y2
(x , y) =

∂2v

∂r2
(r , θ) +

1

r

∂v

∂r
(r , θ) +

1

r

∂2v

∂θ2
(r , θ) .

Exerćıcio 3 Em cada um dos itens abaixo, encontre todos os pontos de m�aximos, m��nimos

locais e sela da fun�c~ao f : A
aberto

⊆ R2 → R.

(a) f(x , y)
.
= x2 + 3 xy+ 4 y2 − 6 x+ 2 y , para (x , y) ∈ A .

= R2

(b) f(x , y)
.
= x3 + 2 xy+ y2 − 5 x , para (x , y) ∈ A .

= R2

(c) f(x , y)
.
= x5 + y5 − 5 x− 5 y , para (x , y) ∈ A .

= R2

(d) f(x , y)
.
= 18 x2 − 32 y2 − 36 x− 128 y− 110 , para (x , y) ∈ A .

= R2

(e) f(x , y)
.
= (x− 1)2 + 2 y2 , para (x , y) ∈ A .

= R2

(f) f(x , y)
.
= x2 + xy+ y2 − 2 x− y , para (x , y) ∈ A .

= R2

(g) f(x , y)
.
=
1

x
−
64

y
+ xy , para (x , y) ∈ A .

= R2 \ {(x , y) ; x = 0 ou y = 0}

(h) f(x , y)
.
=
(
x2 + y2

)
e−(x

2+y2) , para (x , y) ∈ A .
= R2

(i) f(x , y)
.
=
8

x
+
x

y
+ y , para (x , y) ∈ A .

= R2 \ {(x , y) ; x = 0 ou y = 0}

Exerćıcio 4 Determinar e classi�car todos os pontos extremos locais da fun�c~ao f : R2 → R,
onde

f(x , y)
.
= (x− y)6 + (y− 2)2 , para cada (x , y) ∈ R2 .

Observa�c~ao: o teste do hesssiano pode n~ao ser conclusivo.

Exerćıcio 5 Determine o ponto do plano

x+ 2 y− z = 4

mais pr�oximo da origem.
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Exerćıcio 6 Determine os valores m�aximos e m��nimos da fun�c~ao f : R2 → R, dada por

f(x , y)
.
= y2 − x2 , para cada (x , y) ∈ R2

quando �e restrita ao disco

D
.
=
{
(x , y) ; (x− 1)2 + y2 ≤ 1

}
.

Exerćıcio 7 Dividir 120 em três partes, de modo que a soma dos produtos das partes, tomadas

duas a duas, seja o maior poss��vel.

Exerćıcio 8 Representar um n�umero positivo a, como um produto de quatro fatores positivos,

cuja soma seja a menor poss��vel.

Exerćıcio 9

(a) Determine as coordenadas do ponto P, pertencente �a superf��cie

x2 + 2y2 − z2 = 1 ,

que diste o menos poss��vel do ponto O
.
= (0 , 0 , 0) .

(b) Determine as coordenadas do ponto P, pertencente �a reta

ax+ by = c ,

onde (a , b) 6= (0 , 0), que diste o menos poss��vel do ponto Po
.
= (xo , yo) �xado.

(c) Determine as coordenadas do ponto P, pertencente ao plano

ax+ by+ c z = 0 ,

onde a , b , c 6= 0, que diste o menos poss��vel do ponto Po
.
= (xo , yo , zo) �xado.

Exerćıcio 10 Em cada um dos itens abaixo, utilizando o m�etodo dos multiplicadores de La-

grange, determinar os extremos das fun�c~oes f : Rn → R, quando restritas aos respectivos

v��nculos:

(a) f(x , y)
.
= xy , para (x , y) ∈ R2 , v��nculo: x+ y = 1 .

(b) f(x , y)
.
= x2 + y2 , para (x , y) ∈ R2 , v��nculo: 3 x+ 2 y = 6 .

(c) f(x , y)
.
= x2 + y2 , para (x , y) ∈ R2 , v��nculo:

x2

a2
+
y2

b2
= 1 , para a > b > 0 .

Exerćıcio 11 Encontre todos os pontos na elipse

x2 + 2 y2 = 1 ,

de modo que a fun�c~ao f : R2 → R, dada por

f(x , y)
.
= xy , para cada (x , y) ∈ R2

possu��a valores extremos (ou seja, m�aximo ou m��nimo quando restrita �a elipse).

Exerćıcio 12 Quais as dimens~oes de um tanque met�alico cil��ndrico, sem tampa, de capacidade

de 8 000m3, que use menos m2 de material poss��vel, na sua constru�c~ao ?
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Exerćıcio 13 Encontre as dimens~oes de uma tanque cil��ndrico reto, com tampa, que tenha a

menor �area de superf��cie e cujo volume seja igual a 16 π cm3.

Exerćıcio 14 Encontre as dimens~oes de um paralelep��pedo retângulo, com tampa, que tenha

m�aximo volume e cujos v�ertices pertencem �a esfera unit�aria centrada na origem.

Exerćıcio 15 Encontre os valores extremos da fun�c~ao f : R3 → R, dada por

f(x , y , z)
.
= x2 y z+ 1 , para cada (x , y , z) ∈ R3 ,

quando restrita a intersec�c~ao do plano

z = 1

com a esfera

x2 + y2 + z2 = 10 .

Exerćıcio 16 Encontre o paralelep��pedo retangular que possua maior volume, cujos v�ertices

pertencem ao elips�oide
x2

9
+
y2

16
+
z2

36
= 1

Exerćıcio 17 Deseja-se construir uma caixa fechada, na forma de um paralelep��pedo retângulo,

cujo volume �e de 30m3. Suponhamos que os materiais para fabrica�c~ao do fundo e da tampa

custem R$ 3, 00 por m2, para a constru�c~ao de duas partes laterais opostas, seja R$ 4, 00 por m2 e

das outras duas partes laterais seja de R$ 6, 00 por m2. Pergunta-se: quais dimens~oes da caixa

para que custo para constru��-la seja o menor poss��vel?

Exerćıcio 18 Encontre o m�aximo e m��nimo globais da fun�c~ao f :
[
0 ,
π

2

]
×
[
0 ,
π

2

]→ R, dada por

f(x , y)
.
= sen(x) + sen(y) + sen(x+ y) , para cada (x , y) ∈

[
0 ,
π

2

]
×
[
0 ,
π

2

]
.

Exerćıcio 19 Determine os valores m�aximo e m��nimo globais da fun�c~ao f : A→ R, dada por

f(x , y)
.
= x3 + y3 − 3 xy , para cada (x , y) ∈ A

onde

A
.
= [0 , 2]× [−1 , 2] .
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