4.a Lista - SMAQ354 - Céalculo II - Exercicios resolvidos
selecionados

1.0 semestre de 2020

1. Primeiro, devemos analisar a regido limitada R, que deve ser revolucionada em torno do eixo
Ox. a representagio geométrica do gréfico da fungéo f : R — R, dada por f(x) = x?, para x € R,
estd em verde e da fungdo g: R — R, dada por g(x) = /x , para x € [0, c0) em azul:
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A representacdo geométrica do grafico do sélido acima é dado pela figura abaixo.

Para calcular o volume desse sélido, usaremos o Teorema do método das fatias (4.3.1 nas notas
de aula). E como a regido é formada por duas fungdes e g(x) > f(x) para todo x € [0,1], e a
fungdo A : [0, 1] — R pode ser encontrada da seguinte forma:

A(x) = n[gz(x) —f2(x)] =m {(\/i)z — (xz)z} , logo: A(x) = m(x —x*), para x € [0, 1], assim:

finalizando a resolucdo.

2. Primeiro, devemos analisar a regido limitada R, que deve ser revolucionada em torno do eixo
Oy. A fungéo f:[0,1] — R, dada por x = f(y) = /y paray € [0, 1]:
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A representacdo geométrica do grafico do sélido acima é dado pela figura abaixo.

Para calcular o volume desse sélido, usaremos o Teorema do método das fatias (4.3.1 nas notas
de aula), lembrando que, como a revolugdo foi em torno do eixo Oy, devemos integrar a fungdo
area A:

b 1 1 5
vzj A(y)dyzj nfz(y)dyznj (Vi) dy

a 0 0
1

Tt
u.v.

, ou seja, V= 5

1 2
V:nJ ydy =m—
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finalizando a resolugéo.

. Nesse item, o enunciado nos fornece a regido que compreende os circulos obtido da intersecgéo
do sélido com plano xOy. Neste caso a fungdo f : [-2,2] — R, dada por f(x) = x?, para
x € [—2,2], cuja representacdo geométrica que estd verde e a a fungédo g: [—2,2] — R, dada por
g(x) =8 —x?, para x € [-2,2], que estd em azul. Note que g(x) > f(x) para x € [-2,2]:

Dessa forma, podemos descobrir facilmente a expressdo para a fungdo drea A, pois como as
interseccOes geram circulos temos que, para cada x € [—2,2]:

diam.\? 8—x2—x2\* 2\ 2 . 2 4
Alx)=m 3 =l :71(4—x) , ou seja, A(x) =m(16 — 8" +x")




Assim, conhecendo a fungfo drea A, podemos calcular o volume do sélido pelo Teorema do
método das fatias:

b 2 3 5
V—J A(x)dx-J 71(16—8x2+x4>dx_7[<]6x_gx+X>
a -2 3 5

2 127

5
logo V= ——u.v.
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finalizando a resolugdo. A representagdo geométrica do gréfico do sélido acima é dado pela figura
abaixo.

. Nesse item o enunciado nos diz que a intersecgdo do sélido com plano xOy, sdo QUADRADOS
com um lado sobre o circulo {(x,y) : x> + y? < a?}. Dessa forma, sabemos que a fungéo area
A serd a drea de um quadrado (cujo valor é 1.2, onde L é o valor do lado do quadrado). Para
calcular o lado do quadrado vamos desenhar a regido:

P=(Xp, Yp)

Yp

De acordo com a figura acima, podemos ver que, para x € [—a, al, o lado L = L(x) do quadrado

é:
L(x) =2yp =2V a2 —x2.
Com isso, podemos calcular a drea A e usando o Teorema do método das fatias calcular o volume

do sélido:

a a

V= Jb Alx)dx = Jaa [2dx = J

a —a

3 3 1643
V:4<a3—c;+a3’—cg>, ouseja,V:%u.v.

3
4(a? —x*)dx =4 (xa2 — X3>

—a



finalizando a resolugéo.

5. Esse item é semelhante ao anterior. A regido R referida tem como representacdo geométrica a
figura abaixo:

Como o enunciado nos diz que as intersecgdes com planos perpendiculares ao eixo x, gera
tridngulos equildteros, com um lado sobre a base, sabemos que para um determinada segfo
reta X = X,, 0 lado do tridngulo serd L = sin(x,), para cada x, € [0,5]. Assim, podemos
calcular a fungdo area A, que serd a drea de um tridngulo equildtero cujo valor do lado é L. Com
isso poderemos calcular o volume do sélido com o Teorema do método das fatias:

V= Jb A(x)dx = Jg 1_2\/§dx = ﬁ Jg

)
sin”(x)dx
a o 4 4 Jo

A integral de sin’(x) entre 0 e 7 jé foi calculada em outra lista e seu valor é 7.

Portanto: V = n]—? u.v

finalizando a resolugao.

6. (a) Inicialmente, esbogando-se a regido R, com a representagdo geométrica da fungdo f: [0,4] —
R, dada por f(x) = /x, para x € [0,4], em verde e das retas y = 0 e x = 4 em azul, teremos:

Ao fazer a revolugdo da mesma em torno do eixo Oy obteremos seguinte sélido:




Para calcular seu volume, usaremos o Teorema do método das cascas cilindricas (4.5.1 nas
notas de aula). O eixo de rotagdo é a reta x = 0 (0 eixo Oy). Além disso, o sélido foi gerado
pela regido limitada e delimitada pelas representagdes geométricas dos gréficos das fungdes
f,g:10,4 — R, dada por f(x) = /x € g(x) = 0, para x € [0,4]. Portanto, podemos
encontrar a expressido da fungdo area A e calcular o volume usando o teorema:
A(x) = 21t(x — L)[f(x) — g(x)] = 2mxv/x, isto &, A(x) = 2mx2
4 4 5| 1287
—u.v.

A(x)dx = J 2x3dx = —x3 , ouseja, V=

b
logo, V = J

a
finalizando a resolugao.

(b) Inicialmente, vamos esbogar a regido R, com a representagdo geométrica da fungdo f :
[0,2] — R, dada por f(x) = x?, para x € [0,2], em verde e a representagio geométrica da
fungdo g : [0,2] — R, dada por g(x) = v/8x, para x € [0,2], em azul, lembrando que as
interseccOes entre as fungbes ocorrem para x =0 e x = 2:
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Ao fazer a revolugdo da mesma em torno do eixo Oy, teriemos o seguinte sélido:
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Para calcular seu volume, usaremos o Teorema do método das cascas cilindricas (4.5.1 nas
notas de aula). O eixo de rotagdo é a reta x = 0 (ou seja, o eixo Oy), logo L = 0. Além
disso, o sélido foi gerado pela regido limitada e delimitada pelas representagdes geométricas
dos gréficos das funcgdes f e g, € podemos observar que g(x) > f(x) para x € [0, 2]. Portanto,
podemos encontrar a expressdo da funcio drea A e calcular o volume usando o teorema das
casas cilindricas:

A(x) = 2n(x — L)|f(x) — g(x)| = 2mx (\/§— xz) , ou seja, A(x) =2m (Z\fo% —x3)
2

V:JbA(x)dx:Zn [Z\fZJ xgdx—J2 4v2 ]

0

%
—x
a 0 0 5
V =2m (% —4], ouseja, V= 2uw.
(c) Inicialmente, esbogando a regido R: a representacdo geométrica da fungdo f : [0,3] — R,
dada por f(y) = y?, paray € [0,3] é dada em verde e das retas y = 3 e x = 0 em azul,
lembrando que a interseccdo ocorre para x=27, teremos:

2 X

o 4

2 4
x3 dx] =27 —

finalizando a resolugao.
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Para calcular seu volume, usaremos o Teorema do método das cascas cilindricas (4.5.1 nas
notas de aula). O eixo de rotagdo foi a reta y = 0 (eixo Ox), logo L = 0. Além disso,
o s6lido foi gerado pela regido delimitada pelas representacdes geométricas das fungbes f
e g, e podemos observar que f(y) > g(y) para yin[0,3]. Portanto, podemos encontrar a
expressdo da fungdo drea A) e calcular o volume usando o teorema acima:

Aly) = 2n(y — DIf(y) — g(y)l = 2myy®, ou seja, Aly) = 2my*
b 3 513
486
\% :J Aly)dy :J 2mytdy = 2w , ou seja, V= PO .
finalizando a resolugao.

(d) Inicialmente, esbogando a regido R: a representagdo geométrica do gréafico da fungéo f,g:
[0,4] — R, dada por g(y) =—-2,/yef(y) =2,/y, paray € [0,4], das retas y =4 e x =0.

Para calcular seu volume, usaremos o Teorema do método das cascas cilindricas (4.5.1 nas
notas de aula). O eixo de rotagdo foi a reta y = 0 (eixo Ox), logo L = 0. Além disso, o
s6lido foi gerado pela regido delimitada pelas representagdes geométricas das fungdes f, g e
pela reta y = 4.

Portanto, podemos encontrar a expressdo da fungdo drea A = A%y) e calcular o volume
usando o teorema acima:



Aly) = 2n(y — L)[f(y) — g(y)l = 27y 2v/y — (—2y/4)], ou seja, Aly) = 8my?, para
y € [0,4], logo

b 4 4

16 512 512
VJ A(y)dyJ 87ry%dy:—7cy J, ouseja,V:Ju.v.
0 5 o O 5

Nja

a

finalizando a resolugao.

7. Como os cilindros tem eixos ortogonais e raios iguais a a, podemos dizer que o sélido gerado terd
uma parte igual em cada octante. Ou seja, podemos calcular o volume de uma dessas partes
e multiplicar por 8 para achar o volume total. Uma dessas partes, no primeiro octante, tem
representagdo geométrica dada pela figura abaixo:

e

Se analisarmos as se¢Oes transversais geradas pela intersecgdo do sélido com planos perpendicu-
lares ao eixo Oz, veremos que elas formam quadrados de lado L, sendo a base o quadrado com
maior lado L = a. Na figura abaixo, a imagem a esquerda mostra uma das se¢des e a direita no
plano sua projecédo ortogonal no plano xOz, para podermos calcular L(z):

Mz

P=(Xp, Zp) L(z)

Zp

P
Y
X

Como podemos observar, a figura acima a da direita, forma um tridngulo retdngulo. Entdo,
para cada z € [0, a], podemos descobrir o valor L(z) usando teorema de Pitdgoras, e depois
descobrimos a expressdo da drea A(z) que serd igual a [%:

a’? = [L(z)]? + 2%, ou seja, A(z) = a? — Z%.

Agora, usando o teorema do método das fatias, podemos calcular o volume do sélido, lembrando
que a figura que estamos calculando o corresponde a um oitavo do volume total.

Assim teremos:

b a

VTotal = 8J

a

A(z)dz = SJ
0
; a 16a’

— ?),ou seja,Vr = Tu.v.

ou ainda , V7 = 8(a

finalizando a resolugéo.



8. Nesse item o enunciado nos diz que a base do sélido é um tridngulo isdsceles e que as inter-
seccbes do sélido com planos perpendiculares a altura relativa a um dos lados do tridngulo sdo
SEMICIRCULOS.

Logo, os didmetros desses semicirculos serdo paralelos a um dos lados da base. A figura abaixo
nos permite visualizar melhor a situagio descrita acima:

1a

P=(Xp, Yp)
Yp

Diam.

Nessa figura, os lados iguais do tridngulo estdo sobre os eixos coordenados, e a hipotenusa esta
sobre a reta y = a —x.

Podemos observar que o didmetro dos semicirculos para um plano de corte que passa por P =
(Xp,Yp) € igual a yp.

Portanto, para cada x € [0, a], podemos calcular a drea A(x) e depois usar o Teorema do método
das fatias para achar o volume:

. diam.  f(x) a-—x _ m(raio)?  m(a—x)? @2 daxix?
raio = B i logo, A(x) = 3 = 3 , logo A(x) = m&—=g=
b a 2 2 2 3\ |a
V= A(x)dx:J 7twdx:E xaz—axz—I—X— ,
3
. Ta
ou seja, V = ﬁu.v.

finalizando a resolugao.

9. Notemos que a regifdo limitada R delimitada pelas representagdes geométricas dos graficos das
fungbes f,g: [0,9] — R, dada por f(x) = v/, g(x) = —/x, para x € [0,9] e pela retax =9 e
dada pela figura abaixo.




(a)
A segédo reta para cada x € [0, 9], relativamente ao eixo Ox, é um quadrado. A figura abaixo
nos mostra, para cada x € [0, 9] o lado do quadrado descrito acima.

Logo para cada x € [0,9] a drea da segdo reta em x, denotada por A(x) (é um quadrado com
lado dado pela linha pontilhada na figura acima), cujo lado é

L(x) = VX — (—vX) =2 VX, (1)

serd dada por
A =12(x) 2 (2v%) = 4x. 2)

Como a fungdo A : [0,9] — R é continua em [0, 9], pelo método das fatias temos que o volume
do sélido serd
x=9

=182u.v.,

x=0

~—

b (1 9
V:J A(x) dx :J dxdx =2x?
a 0

finalizando a resolugao .

(b)
A segdo reta para cada x € [0, 9], relativamente ao eixo Ox, é um retdngulo de altura fixa igual
a 2. A figura abaixo nos mostra, para cada x € [0, 9] o lado do retangulo descrito acima.

Logo para cada x € [0,9] a drea da segdo reta em x, denotada por A(x) (€ um retdngulo com
lado dado pela linha pontilhada na figura acima e altura igual a 2), cujo lado da base é

L(x) = vx— (=vx) =2VXx, (3)



serd dada por
. (3) 1
A(x) =2L(x) = 4+/x=2x2. (4)

Como a fungéo A : [0,9] — R é continua em [0, 9], pelo método das fatias temos que o volume
do sélido serd

x=9

=18u.wv.,
x=0
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finalizando a resolugio.

(c)
A segdo reta para cada x € [0, 9], relativamente ao eixo Ox, é um semi-circulo. A figura abaixo
nos mostra, para cada x € [0,9] o didmetro do semi-circulo descrito acima.

e s | ]

Logo para cada x € [0,9] a drea da secdo reta em x, denotada por A(x), serd do semi-circulo
cujo didmetro é a linha pontilhada na figura acima.

Notemos que o raio desse semi-circulo serd metade do seu didmetro, ou seja:

Logo

Ax) = 5 = 5 (6)

Como a fungdo A : [0,9] — R é continua em [0, 9], pelo método das fatias temos que o volume
do sélido serd

_8im
x=0 4 o

finalizando a resolugao.

(d)
A segfo reta para cada x € [0, 9], relativamente ao eixo Ox, é um quarto de circulo. A figura
abaixo nos mostra, para cada x € [0, 9] o raio do quarto de circulo descrito acima.
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Logo para cada x € [0, 9] a drea da segdo reta em x, denotada por A(x), serd do quarto de circulo
cujo raio é a linha pontilhada na figura acima.

Notemos que o raio do quarto de circulo serd
T(x) = 2v/x. (7)

Logo

A(x) = = X, (8)

Como a fungdo A : [0,9] — R é continua em [0, 9], pelo método das fatias temos que o volume
do sélido serd
x=9

=81 muwv.,

b © 7
V:J A(x) dx = J ix dx = tx?
x=0

a 0

finalizando a resolugéo.

(e)
A secdo retas para cada x € [0, 9], relativamente ao eixo Ox, é um tridngulo equildtero. A figura
abaixo nos mostra, para cada x € [0, 9], o lado do tridngulo equildtero, descrito acima.

EEE

1
|
|
1
|
|
X
1
1
1
i
y= /i

Logo para cada x € [0,9] a drea da segdo reta em x, denotada por A(x), serd de um tridngulo
equildtero, cujo lado € a linha pontilhada na figura acima.

Notemos que o lado do tridngulo equildtero serd

L(x) = 2/x. (9)
sua altura (exercicio) serd h(x) = - 2vx =V3 VX (10)

11



Logo

L(x) h(x) (9)
2

e

A(x) =

(10) 2V¥(V3vX) _ (1)
2

Como a fungéo A : [0,9] — R é continua em [0, 9], pelo método das fatias temos que o volume
do sélido serd

b 9 x=9
3 813
V—J A(x)dX(E)J \/§xdx:£x2 :inu.v.,
0 2 x=0 2
finalizando a resolugéo.

10. Para resolver essa questdo devemos usar a férmula do comprimento de uma curva (estd no
Apéndice B das notas de aula).

(a) A curva referida é representada geométrica do grafico da fungdo f: [2,5] — R, dada por,
1
f(x) =1—x2), para x € [2,5], exibida na figura abaixo:

1

Para calcular o comprimento da curva, indicada por 1, usaremos a seguinte férmula:

b 5 x*% 5 1
l—J 1+[f’(x)}2dx—J 1+ (— )zdx—J \/ 1+ ——dx
a 2 2 2 4

> 1 > [ax 41
l: ] _— —
L + 4de L X dx

Para resolver a integral acima utilizaremos a seguinte substituigéo:
t =4x assim :dt = 4dx

Para os novos limites de integragio da integral definida, teremos:
para x = 2, segue que: t = §;
para x = 5, segue que: t = 20.

Logo, aplicando o teorema da substitui¢do para a integral definida, obteremos:

20
1:]J JE gt
4 Jg t

Para resolver essa integral definida, podemos aplicar integragdo por partes com
u= \/% edv=1
Deixaremos os detalhes finais como exercicio para o leitor.

(b) Semelhante ao item anterior e ao exemplo B.1.2 das notas de aula.

(c) Semelhante ao item a) e ao exemplo B.1.1 das notas de aula.
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