5.a Lista - SMAQ354 - Calculo II - Exercicios resolvidos
selecionados

1.0 semestre de 2020

Antes de resolver a lista, devemos revisar alguns limites e propriedades importantes ja estudados:

lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) (1)
Ay =0 @

lim xe ™ = lim — " epta (3)
X—00 x—oo eX
1
lim e ™= lim — =0 (4)
X—00 x—o0 eX
lim In(x) = 400 (5)
X—00
lim k =k; k = constante (6)
Xx—a
lim arctan(x) = > (7)
lim arctan(x) = 5
lim arctan(x) = —> (8)
Jim arctan(x) = —3
1
lim cos<> =0 (9)
X—00 X
lim e* = +o0 (10)
X—00

Nas resolugdes, haverd referéncias a esses limites pelo nimero que estd ao lado.

1
1. (a) A fungdo f: [1,00) — R é dada por: f(x) = 2 para x € [1,00], sendo f continua e

integravel nesse intervalo. Portanto, da Definicdo 5.1.1 das notas de aula e aplicando as
propriedades (1) e (2) da secdo inicial teremos:

% (1 , 1° . 1
—zdx:hm —zdx:hm—f =lm (——+1)|=1.
1 X b—oo J1 X b—oo X] b—oo b

Como o resultado do limite acima é um ntimero real, concluimos que a integral imprépria
€ convergente.

1
(b) A fungdo f : [1,00) — R é dada por: f(x) = — para x € [1,00], sendo f continua e
X
integravel nesse intervalo. Portanto, da Definicdo 5.1.1 das notas de aula e aplicando as
propriedades (1) e (5) da segdo inicial teremos:

0 1 b q b
J —dx = lim J —dx = lim In(x)| = lim [In(b) —1In(1)] = +oo.

1 X b—oo J1 X b—oo 1 b—oo



Assim, a partir desse cdlculo podemos concluir que a integral imprépria é divergente.
(c) Semelhante ao item b). A integral imprépria é divergente.
(d) A fungdo f : [0,00) — R é dada por: f(x) = e?* para x € [0,00], sendo f continua e
integrdvel nesse intervalo. Portanto, da Definicdo 5.1.1 das notas de aula e aplicando as

propriedades (1) e (10) da segdo inicial teremos:
b ' <62b eO)
=lim (= — =) =+o0.

0 b—oo 2 2

Assim, a partir desse cdlculo podemos concluir que a integral imprépria é divergente.

0o b 2x
eXdx = lim eXdx = lim —
0 b—oo 0 b—oo

(e) A fungdo f : [0,00) — R é dada por: f(x) = e ?* para x € [0,00], sendo f continua e
integrdvel nesse intervalo. Portanto, da Definicdo 5.1.1 das notas de aula e aplicando as
propriedades (1) e (4) da segdo inicial teremos:

b e 2t 0 1
it <_2+ 2> =7

Como o resultado do limite acima é um ntimero real, concluimos que a integral imprépria
€ convergente.

0o b —2x
e Xdx = lim e Xdx = lim —
0 b—oo 0 b—oo 2

(f) A funcéo f:[0,00) — R é dada por: f(x) = 32 para x € [0,00], sendo f continua e

integravel nesse intervalo. Portanto, da Definicdo 5.1.1 das notas de aula e aplicando as
propriedades (1) e (7) da segdo inicial teremos:

0o 1 b b 7T
J ———dx = lim J ———dx = lim arctan(x)| = lim [arctan(b) —arctan(0)] = 5.
0 1+x b—oo Jo 1+x b—oo 0 b—oo 2

Como o resultado do limite acima é um ntmero real, concluimos que a integral imprépria
€ convergente.

(g) A funcéo f:[1,00) — R é dada por: f(x) = 2 parax € [1,00], sendo f continua e

2
s
integrdvel nesse intervalo. Portanto, da Definigdo 5.1.1 das notas de aula teremos:

< 1 . 1 1
ﬁdxz ].].m ZJ' ﬁdx .
1 $°+x b—oo \ $° Jq ]+§7

Fazendo a substituicdo: x = us, segue que dx = sdu, na integral definida acima:
1

e para x = 1, segue que u = —
e para x = b, segue que u = —, teremos:
s

b
o lim 1 [arctan <b> — arctan <1>]
1 b—oo S S S

S

—1 Z[—a.'rc‘can 1
s |2 S

Como sabemos que s > 0, podemos afirmar que o resultado do limite acima é um nimero
real, e portanto concluimos que a integral imprépria é convergente.

b

o1
im — J du = lim — arctan(u)
booos J1 1 4+u? b—oo S




(h) Semelhante ao item e).

(i) A fungdo f : [0,00) — R é dada por: f(t) = te ! para t € [1,00], sendo f continua e
integravel nesse intervalo. Portanto, da Definigdo 5.1.1 das notas de aula e aplicando as
propriedades (1), (3) e (4) da segdo inicial teremos (a integragdo por partes da fungéo
serd omitida, visto que jé foi resolvida nas listas anteriores):

o b
:
J te S'dt = lim J te Stdt = lim [ (—se ™t —e )

1 b—oo Jq b—oo| S

= lim
b—oo

[—bsebs —e " fse7s 4 es] . —e’s—e "
2

Como sabemos que s > 0, podemos afirmar que o resultado do limite acima é um nimero

real, e portanto concluimos que a integral imprépria é convergente.

(j) Semelhante ao item i). A integral imprépria é convergente para PR
s

(k) Fazendo a substituigio u = x? 4 1, teremos du = 2xdx, e substituindo-se os extremos de
integragdo, chegaremos numa integral imprépria muito semelhante ao item b). A integral
imprépria é divergente.

(1) Semelhante ao item i). A integral imprépria é divergente.

2. Primeiro, resolvendo a integral indefinida, se aplicarmos integragdo por partes, onde : u =
1
Xn+

T Assim, teremos:

In(x) e dv = x™dx assim du = %dx ev=

xn+1 ln(x) xn 1 ln(x) xn+1
"1 = — = _
JX n(x)dx = ——— JnﬂdX nt 1 m+1)72

b
1

Analisando o limite acima, podemos concluir que o é 400, para cada n natural. Portanto, a
integral imprépria é divergente, para todo n natural.

lim
b—oo

b XnH ln(x) Xn+1
Tll sl ]_‘ R
J x"1n(x)dx im [ —— CERIF

] b—oo

3. Todas as fungdes presentes nessa questdo sdo continuas e integrdveis em intervalos limitados
e fechados de R.

(a) Primeiro, dividimos a integral imprépria em duas partes:

o0 2 0 2 o0 2
J xe Y dx = J xe * dx—l—J xe * dx
—00 0

—00
Agora, sabendo que a integral indefinida

—x2

2 e
dx = — C
Jxe X 7 +

(calculada nas listas anteriores) e aplicando os limites das Defini¢des 5.1.1 e 5.1.2 das
notas de aula teremos o seguinte:




0 -
+ lim [— }

b . 1 e« . e 7
= lim |—<-+ + lm | ———+ =
b—oo 2 b—oo

o o0 2 2

e
A [ ) ]
*° 1 1
J xe X dx = —= + = =0.
oo 2 2
Como o resultado da integral é um ntmero real, concluimos que a integral imprépria é
convergente.

Primeiro, dividimos a integral imprépria em duas partes:

Joo 1dx—JO 1d><4—ro1dx
o VX2 T T X2 o 14+x2

A segunda parte da integral imprépria (de 0 a oo) ja foi calculada na questdo 1 - item
f) e sabemos que ela converge para Tz[ Portanto, basta fazer a primeira parte (de —oco a

0). Sabemos que a integral indefinida é igual a fungdo arctan. Ent8o teremos:

0

= lim [arctan(0) — arctan(a)] = E.

lim (arctan(x))
a a——00 2

a——oo

Portanto, como as duas parcelas da integral imprépria inicial convergem, a integral
imprépria é convergente.

Primeiro, dividimos a integral em duas partes. Devemos nos atentar ao médulo no
expoente. Na primeira parcela da integral (de —oo a 0) sabemos que x é negativo,
portanto nesse intervalo x| = —x. J& na segunda parcela (de 0 a co) x é positivo, entdo
Ix| = x. Assim teremos o seguinte:

(e o]

00 0
J e Max = J e*dx +J e *dx
—00 —00 0

Agora, sabendo que a primeira integral resulta em e* e a segunda em —e*, podemos
aplicar os limites das Definigbes 5.1.1 e 5.1.2 das notas de aula:
0 b
= lim (1—e%) + lim(—e ®+1)=2
b—oo

a——o0
0

+ lim —e™*
b—oo

lim e*
a——0o0

Portanto, como as duas parcelas da integral imprépria inicial convergem, a integral
imprépria é convergente.

A parcela de 1 a co da integral imprépria acima, foi calculada no item k) e é divergente.
Se uma das parcelas diverge a integral imprépria é divergente.

Semelhante & questdo 1 - item e).

1
A fungdo f:[0,00] — R é dada por: f(x) = <P para x € [0, 00], sendo f continua e
integrdvel nesse intervalo. Portanto, da Definigdo 5.1.1 das notas de aula teremos:
1 e b+ bt 1 17 1
— —dx =T i J —du=lim —=—| =1lim |~ + | ==.
L A+x3 bon), B T bhe 22|, bee| 20112 2] 2

Como o resultado do limite acima é um ntimero real, concluimos que a integral imprépria
€ convergente.



()
(d)

(g)

(B)

(a)

Semelhante ao item a). A integral converge para %

2
integravel nesse intervalo. Portanto, da Defini¢do 5.1.1 das notas de aula teremos:

g 1
] :bli—)IEo [cos<b> —cos(])] =

Como o limite acima é um nidmero real, concluimos que a integral imprépria é conver-
gente.

1 1
A funcdo f: [1,00] — R é dada por: f(x) = 2 sin(;) para x € [1,00], sendo f continua e

° ] 1\ wlo v .
J —sin| — Jdx =" lim J —sin(u)du = lim cos(u)
1 X X b—oo Jq b—oo

1 —cos(1)

A fungfo f: [e,00] — R é dada por: f(x) = para x € [e, 0], sendo f continua e

1
xIn(x)

integravel nesse intervalo. Portanto, da Definicdo 5.1.1 das notas de aula teremos:

o0 1 u=In(x) In(b) 1 In(b)
J dx = lim J —du = lim In(u) = lim [In(In(b)) —In(1)] = o0
e xIn(x) b—oo )] U b—oo 1 b—oo

Assim, a partir desse cdlculo podemos concluir que a integral imprépria é divergente.

A fungdo f: [e,00] — R é dada por: f(x) = 5 para x € [e, 0], sendo f continua e

1
x[ln(x)]
integrdvel nesse intervalo. Portanto, da Definigdo 5.1.1 das notas de aula teremos:

00 1 _ In(b) 1 1 In(b)
J xRN iy J ~du= lm — -

. x[In(x)]? b—oo Jq u? booo X Ty

= lim ] ] =1
, booo | In(b) 1]
Como o limite acima é um nimero real, concluimos que a integral imprépria é conver-
gente.

Semelhante ao item i) da questdo 1. Aplicar integral por partes para as integrais definidas
e fazer o limite. A integral imprépria é convergente .

Semelhante ao item i) da questdo 1. Aplicar integral por partes para as integrais defini-
das e fazer o limite. A integral imprépria é convergente.

Como sabemos, por definicio, a fungdo cos varia entre —1 e 1. Ou seja:
—1 < cos(x) <1, para x € [1, c0]

Partindo disso, podemos afirmar que a fungio cos?(x) varia entre 0 e 1, ou seja:
0 < cos?(x) < 1, para x € [1, 0]

Sabendo desse comportamento para cos’(x), podemos dizer com certeza que:

cos?(x)
S T2 S Paaxe

1, o0

Como mostrado no item f) da questdo 1, a integral imprdpria da fungédo que estd a di-
o

reita da inequagdo nesse intervalo é convergente (isto &, 5dx é convergente).

1+x
Portanto, pelo Teorema da comparagdo (5.2.1 nas notas de aula), podemos afirmar que
. . . [* cos? .
a integral imprépria J i _i_(xz) dx também é convergente, finalizando a resolugéo.
1 X



(b)

Como sabemos a fungdo e * é positiva € menor que 1, para x entre 0 e 1. Ou seja:
0<e™<1,paraxe[0,1]

Sabendo disso, podemos afirmar que:

e x 1
0< — < —,paraxe[0,1]

VX T VX
Agora, podemos verificar a convergéncia da integral de %:

1 1 1
1 1
L ﬁdx tlf(l)L \/idx P, \/;t " Vi

Portanto, essa integral imprépria é convergente. Com isso, podemos aplicar o Teorema
E.1.1 das notas de aula (comparagdo de integrais impréprias de 1.a espécie), e concluir

1 ,—x
. . L. e P
que a integral imprépria J dx também € convergente.
0 VX
X
A fungdo f: [1,00) — R dada por f(x) = R ——T para x € [1,00), é continua
e integrdvel nesse intervalo. Além disso, teremos:
10 10
lim ng(x)zlim[ - 7 10]:11'“1[ 1001 Xs 1 }:1:A
X—00 x—oo| 14+ 3x —x%x" +x%x x—00 | x (W_in?_x?—i_])

Como A =1¢€[0,00) e p=9>1, podemos aplicar o teorema 5.2.2 das notas de aula.
X

14+3x—%x" +x

o0
A partir dele, podemos afirmar que a integral imprépria J 70 dx € con-
1

vergente.

—X
A fungdo f : [0,00) — R dada por f(x) = N p— para x € [0,00), é continua e
integrdvel nesse intervalo. Além disso, teremos:

. 4 . xte™x exercicio
lim x"f(x) = lim | ——— =0=A
X—00 x—00 | X 4+ 3e—x

Como A =0 € [0,00) e p =4 > 1, podemos aplicar o teorema 5.2.2 das notas de aula.
—X

o0
A partir dele, podemos afirmar que a integral imprépria J dx é convergente.
0

x4+ 3e



