
7.a Lista - SMA0354 - C�alculo II - Exerc��cios resolvidos

selecionados

1.o semestre de 2020

A partir dessa lista ser~ao selecionados menos Exerc��cios, focando principalmente nos conte�udos

indicados pelo Prof. Wagner (ele orientar�a vocês sobre isso nas aulas online). Qualquer d�uvida em

Exerc��cios que n~ao forem resolvidos podem mandar por e-mail (pascualotej@usp.br).

1. (a) Para determinar o dom��nio, devemos nos atentar �a observa�c~ao 6.1.1 das notas de aula,

a qual nos diz que o dom��nio de uma fun�c~ao ser�a o maior subconjunto, para o qual a

rela�c~ao que de�ne a fun�c~ao dada, fa�ca sentido. Dessa forma, como a fun�c~ao �e dada por

f(x, y) = 2x − y2, podemos ver que a rela�c~ao dada faz sentido para qualquer (x, y) ∈ R2.
Ou seja:

D(f) = {(x, y) ∈ R2}

Para determinar o conjunto imagem basta analisar a fun�c~ao e os valores que ela assume.

Podemos notar ent~ao que a imagem da fun�c~ao �e toda reta real. Ou seja:

Im(f) = {z ∈ R}

�nalizando a resolu�c~ao.

(b) Usando a mesma observa�c~ao 6.1.1 citada anteriormente e analisando a fun�c~ao f(x, y) =√
4− x2 + y2 notamos que a rela�c~ao dada s~ao faz sentido se a express~ao dentro da raiz

quadrada for maior ou igual a 0. Ou seja, a rela�c~ao faz sentido se 4−x2+y2 ≥ 0. Portanto,
o dom��nio da fun�c~ao�e:

D(f) = {(x, y) ∈ R2; x2 − y2 ≤ 4}

Como a fun�c~ao �euma raiz quadrada, os valores da imagem s~ao podem ser n~ao negativos

(maiores ou iguais a zero). Portanto, a imagem�e:

Im(f) = {z ∈ R; z ≥ 0}

�nalizando a resolu�c~ao.

(c) Semelhante aos anteriores. A condi�c~ao de existência �eque o denominador seja diferente de

zero. A partir disso, podemos determinar o dom��nio e a imagem.

2. Identi�car a curva de n��vel, de n��vel c de uma fun�c~ao z = f(x, y), equivale a identi�car a

intersec�c~ao da fun�c~ao com o plano z = c. Dessa forma, para encontrar a curva de n��vel basta

igualarmos a fun�c~ao a c e analisar a equa�c~ao formada.
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(a) Aplicando o que foi dito para cada c, teremos:

c = −1, logo f(x, y) = xy = −1; Portanto a curva de n��vel -1 �e: y = −
1

x
;

c = 0, logo f(x, y) = xy = 0. Portanto a curva de n��vel 0 �e: x = 0 e y = 0;

c = 4, logo f(x, y) = xy = 4. Portanto a curva de n��vel 4 �e: y =
4

x
.

Agora, sabendo as equa�c~oes, podemos desenhar as curvas no plano xOy. Aqui cada n��vel

est�a identi�cado por cores diferentes (-1 �e verde, 4 �e azul e 0 �e vermelho) mas normalmente

basta colocar o valor de c ao lado de cada curva.

(b) Semelhante ao anterior. As curvas dos n��veis -1 e 0 ser~ao circunferências centradas no ponto

P = (1,−3) com raios iguais a
√
5 e 2, respectivamente. A curva de n��vel 0 �eapenas o ponto

P.

3. Para encontrar as superf��cies de n��vel c de uma fun�c~ao w = f(x, y, z) podemos aplicar uma

t�ecnica semelhante �a do item anterior: igualar a fun�c~ao a c, ou seja, considerar w = c.

(a) Aplicando o que foi dito para cada c, teremos:

c = −1, logo f(x, y, z) = 2x− 3y+ z = −1;

c = 0, logo f(x, y, z) = 2x− 3y+ z = 0 ;

c = 4, logo f(x, y, z) = 2x− 3y+ z = 4.

Dessa forma, podemos ver que as superf��cies de n��vel dessa fun�c~ao formam uma fam��lia de

planos paralelos com vetor normal ~n = (2,−3, 1).

(b) Semelhante ao item anterior. Aqui,as superf��cies de n��vel ser~ao esferas de raio |c|, exceto

pelo n��vel 0, para o qual a superf��cie ser�a apenas o ponto P = (0, 0, 0).

4. (a) Primeiro, devemos identi�car qual curva de n��vel cont�em o ponto P0 = (1, 4). Para isso,

basta substituir o ponto na fun�c~ao e calcular o valor que ela assume:

z = f(x, y) = y arctan(x), logo f(1, 4) = 4 arctan(1) = 2π.
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Portanto, a curva de n��vel que cont�em o ponto P0 �e a de n��vel c = 2π. Para achar a sua

equa�c~ao, aplicaremos a mesma t�ecnica do Exerc��cio 2:

z = f(x, y) = y arctan(x) = 2π, logo y =
2π

arctan(x)
,

�nalizando a resolu�c~ao.

(b) Semelhante ao item anterior. Para achar a equa�c~ao da superf��cie de n��vel deve-se aplicar a

t�ecnica mostrada no Exerc��cio 3.

5. N~ao ser�a resolvida pois n~ao est�a entre os principais assuntos.

6. N~ao ser�a resolvida pois n~ao est�a entre os principais assuntos.

7. (a) Consideremos f(x, y) = x2 + y2 e g(x, y) = x − y. Como ambas s~ao cont��nuas no ponto

analisado, P = (0, 1), podemos a�rmar que:

lim
(x,y)→(0,1)

f(x, y) = f(0, 1) = 1 = L1;

lim
(x,y)→(0,1)

g(x, y) = g(0, 1) = −1 = L2 6= 0.

Dessa forma, pelo item c) da proposi�c~ao 7.1.1 das notas de aula, podemos a�rmar que:

lim
(x,y)→(0,1)

f(x, y)

g(x, y)
=
L1
L2

=
1

−1
= −1,

�nalizando a resolu�c~ao.

(b) Semelhante ao item (a).

(c) Analisando a fun�c~ao podemos ver que ela �e de�nida e cont��nua em P = (1, 0). Portanto,

podemos a�rmar que:

lim
(x,y)→(1,0)

f(x, y) = f(1, 0) =
√
12 + 0− 1 = 0,

�nalizando a resolu�c~ao.

(d) Semelhante ao item (a).

(e) Semelhante ao item (c).

(f) Consideremos f(x, y, z) = |x − y| e g(x, y, z) = |x + xy + y2z|. Como ambas s~ao cont��nuas

no ponto analisado, P = (1,−1, 4), podemos a�rmar que:

lim
(x,y,z)→(1,−1,4)

f(x, y, z) = f(1,−1, 4) = 2 = L1 ,

lim
(x,y,z)→(0,1)

g(x, y, z) = g(1,−1, 4) = 4L2 6= 0.

Dessa forma, pelo item c) da proposi�c~ao 7.1.1 das notas de aula, podemos a�rmar que:

lim
(x,y,z)→(1,−1,4)

f(x, y, z)

g(x, y, z)
=
L1
L2

=
2

4
=
1

2

�nalizando a resolu�c~ao.
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8. (a) Desenvolvendo o limite dado, teremos:

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − 2xy+ y2

x− y
= lim

(x,y)→(0,0)

(x− y)2

x− y
= lim

(x,y)→(0,0)
(x− y) = 0.

Portanto, constatamos que a a�rma�c~ao �e verdadeira.

(b) Para desenvolver o limite dado, devemos multiplicar em cima e embaixo pelo conjugado do

denominador. Ou seja, multiplicar o numerador e o denominador por x2−y. Depois disso,

basta aplicar o produto not�avel (a+ b)(a− b) = a2 − b2. Teremos o seguinte:

lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y2

x2 + y
.

[
x2 − y

x2 − y

]
= lim

(x,y)→(0,0)

(x4 − y2)(x2 − y)

x4 − y2
= lim

(x,y)→(0,0)
(x2 − y) = 0.

Portanto, constatamos que a a�rma�c~ao �e verdadeira.

(c) Para desenvolver o limite dado, devemos multiplicar em cima e embaixo pelo conjugado

do numerador. Ou seja, multiplicar o numerador e o denominador por
√
x+ y+ 1. Depois

disso, basta aplicar o produto not�avel (a+ b)(a− b) = a2 − b2. Teremos o seguinte:

lim
(x,y)→(0,1)

√
x+ y− 1

x+ y− 1
.

[√
x+ y+ 1√
x+ y+ 1

]
= lim

(x,y)→(0,1)

x+ y− 1

(x+ y− 1)(
√
x+ y+ 1)

= lim
(x,y)→(0,1)

1√
x+ y+ 1

=
1

2
6= 2 .

Portanto, constatamos que a a�rma�c~ao �e falsa.

9. (a) Nesse item temos f(x, y) =
y√

x2 + y2
. Podemos veri�car se o limite existe usando duas

curvas parametrizadas γ1(t) e γ2(t), como mostrado na Observa�c~ao 7.1.4 das notas de aula:

γ1(t) = (t, 0), logo L1 = lim
t→0 f[γ1(t)] = lim

t→0 0√
t2 + 02

= 0,

γ2(t) = (t, t), logo L2 = lim
t→0 f[γ2(t)] = lim

t→0 t√
t2 + t2

= lim
t→0 t

t
√
2
=

1√
2
.

Dessa forma, podemos ver que L1 6= L2. Ent~ao, do teorema 7.1.1 podemos a�rmar que o

limite N~AO existe, �nalizando a resolu�c~ao.

(b) Semelhante ao item (a). Podemos escolher as curvas γ1(t) = (t, t) e γ2(t) = (t,−t). Com

isso, teremos L1 = 1 e L2 = −1. Assim poderemos concluir que o limite n~ao existe, pois

L1 6= L2.

(c) Semelhante ao item (a). Podemos escolher as curvas γ1(t) = (t, 0, t) e γ2(t) = (0, 0, t).

Com isso, teremos L1 =
1
2 e L2 = 0. Assim poderemos concluir que o limite n~ao existe, pois

L1 6= L2.

(d) Inicialmente, devemos notar que no denominador temos 2 produtos not�aveis:

f(x, y) =
y− 1√

(x2 − 2x+ 1) + (y2 − 2y+ 1)
=

y− 1√
(x− 1)2 + (y− 1)2

.
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Assim, podemos aplicar uma mudan�ca de vari�avel. Consideremos u = x − 1 e v = y − 1.

Dessa forma, se (x, y) logo (1, 1) ent~ao, (u, v) logo (0, 0). O limite �car�a da seguinte forma:

lim
(x,y)→(1,1)

y− 1√
(x− 1)2 + (y− 1)2

= lim
(u,v)→(0,0)

v√
u2 + v2

.

O limite em que chegamos �e exatamente o mesmo do item (a), mudando apenas as vari�aveis.

Portanto, podemos concluir que o limite N~AO existe, �nalizando a resolu�c~ao.

(e) Semelhante ao item (a) do Exerc��cio 7. Podemos aplicar a propriedade do limite de um

quociente de fun�c~oes, pois o limite da fun�c~ao que est�a no denominador �e diferente de 0.

Dessa forma, poderemos concluir que o limite existe e �e igual a 0.

(f) Semelhante ao item (d). Aplicar a mudan�ca de vari�avel v = y− 2.

10. (a) Inicialmente, devemos perceber que x2 ≤ x2+y2 para todo (x, y), pois y2 �e sempre positivo.

Sabendo disso, podemos a�rmar que:

− 1 ≤ x2

x2 + y2
≤ 1 para (x, y) ∈ R2 e portanto:

− y ≤ x2y

x2 + y2
≤ y para (x, y) ∈ R2.

Assim, como sabemos que:

lim
(x,y)→(0,0)

−y = lim
(x,y)→(0,0)

y = 0

Pelo Teorema do Confronto, podemos a�rmar que

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
= 0,

�nalizando a resolu�c~ao.

(b) Semelhante ao item (a). Devemos ver que − 1 ≤ x√
x2 + y2

≤ 1. E portanto, − y ≤
xy√
x2 + y2

≤ y.

(c) N~ao �eposs��vel usar o Teorema do Confronto. Podemos veri�car que o limite n~ao existe

escolhendo duas curvas parametrizadas, γ1(t) e γ2(t), e calcular os limites de f ao longo

dessas curvas:

γ1(t) = (t, 0), logo L1 = lim
t→0 f[γ1(t)] = lim

t→0 t
2

t2
= 1,

γ2(t) = (t, t), logo L2 = lim
t→0 f[γ2(t)] = lim

t→0 t
2 − t2

t2 + t2
= 0.

Portanto, como L1 6= L2, o limite N~AO existe.

(d) Semelhante ao item (c). Podemos mostrar que o limite n~ao existe usando as curvas para-

metrizadas.
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(e) N~ao �e poss��vel usar o Teorema. A prova mostrando que o limite �e igual a 0, pode ser feita

usando a de�ni�c~ao formal mas ser�a omitida pois n~ao �e relevante para esse contexto.

(f) N~ao �e poss��vel aplicar o Teorema. Assim como no item c) podemos usar o m�etodo das

curvas parametrizadas para mostrar que esse limite N~AO existe.

(g) Nesse item, devemos lembrar inicialmente que, por de�ni�c~ao, a fun�c~ao seno �elimitada entre

-1 e 1. Dessa forma, podemos a�rmar que:

− 1 ≤ sin

(
xy

x2 + y2 + z2

)
≤ 1 para (x, y, z) ∈ R3 e portanto:

− sin(x) ≤ sin(x) sin

(
xy

x2 + y2 + z2

)
≤ sin(x), para (x, y, z) ∈ R3.

Dessa forma, como sabemos que:

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

− sin(x) = lim
(x,y,z)→(0,0,0)

sin(x) = 0,

pelo Teorema do Confronto podemos concluir que:

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

sin(x) sin

(
xy

x2 + y2 + z2

)
= 0,

�nalizando a resolu�c~ao.

11. (a) Como sabemos, a fun�c~ao logaritmo natural, por de�ni�c~ao, s~ao pode ter argumento n~ao-

negativo. Ou seja, o que est�a dentro da fun�c~ao ln deve ser maior ou igual a 0. Portanto:

x+ y− 1 ≥ 0, logo D(f) = {(x, y) ∈ R2; x+ y ≥ 1}.

Como sabemos, a fun�c~ao ln tende para −∞ quando seu argumento tende para 0. Portanto,

podemos a�rmar que a fun�c~ao �e cont��nua para todos os pontos de seu dom��nio, exceto se

x+ y = 1. Ou seja:

f �e cont��nua em S = {(x, y) ∈ D(f); x+ y 6= 1},

�nalizando a resolu�c~ao.

(b) Semelhante ao item (a). A express~ao que est�a na raiz quadrada deve ser positiva.

12. Para resolver os itens dessa quest~ao, aplicaremos a de�ni�c~ao de continuidade (De�ni�c~ao 7.2.1

nas notas de aula).

(a) Primeiramente, analisando pontos em que (x0, y0) 6= (0, 0), teremos o seguinte:

lim
(x,y)→(x0,y0)

x3 + y3

x2 + y2
=
x30 + y

3
0

x20 + y
2
0

= f(x0, y0).

Portanto, conclu��mos que f(x, y) �e cont��nua para R2\{(0, 0)}.

Agora, considerando (x0, y0) = (0, 0) devemos veri�car se lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0). Por-

tanto, vamos calcular o seguinte limite:

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

[
x

x2

x2 + y2
+ y

y2

x2 + y2

]

= lim
(x,y)→(0,0)

[
x

x2

x2 + y2

]
+ lim

(x,y)→(0,0)

[
y

y2

x2 + y2

]
.
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Como j�a vimos anteriormente, as fun�c~oes
x2

x2 + y2
e

y2

x2 + y2
s~ao limitadas entre -1 e 1. E

tamb�em, sabemos que lim
(x,y)→(0,0)

x = lim
(x,y)→(0,0)

y = 0. Portanto, do item 3) da Proposi�c~ao

7.1.1 das notas de aula, temos que:

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

[
x

x2

x2 + y2

]
+ lim

(x,y)→(0,0)

[
y

y2

x2 + y2

]
= 0 = f(0, 0).

Dessa forma, conclu��mos que f(x, y) tamb�em �e cont��nua em (0, 0).

Portanto, f(x, y) �e cont��nua em todo R2, �nalizando a resolu�c~ao.

(b) Podemos mostrar que f �e cont��nua em R2\{(0, 0)} de maneira an�aloga ao item (a). Entre-

tanto, para (x, y) = (0, 0) devemos analisar o limite:

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2

Usando o m�etodo das curvas parametrizadas teremos:

γ1(t) = (t, 0), logo L1 = lim
t→0 f[γ1(t)] = lim

t→0 0t2 = 0 ,

γ2(t) = (t, t), logo L2 = lim
t→0 f[γ2(t)] = lim

t→0 t2

t2 + t2
=
1

2
.

Portanto, como L1 6= L2, conclu��mos que o limite N~AO existe. Assim, podemos a�rmar que

f n~ao �e cont��nua em (0, 0).

Ent~ao, f(x, y) n~ao �e cont��nua em todo R2, �nalizando a resolu�c~ao.

(c) Semelhante ao item (b).
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