8.a Lista - SMA0354 - Calculo II - Exercicios resolvidos
selecionados

1.0 semestre de 2020

Exercicio 1.

(a)
Seja f:R2\ {(x,0); x € R}U{(0,y);y € R} — R dada por

. 2x4—xy+1

flx,y) = Xy , para (x,y) € R\ {(x,0); x e R}U{(0,y); y € R}. (1)

Notemos que a fungéo f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R?\{(x,0); x € R}U{(0,y);y €
R} e, além disso, para (x,y) € R*\ {(x,0); x € R}U{(0,y);y € R}, temos

of W 9 [2x'—xy+1 8x® —yllxyl —Rx* —xy+ 1y  8x*y—2x*y—y
7(")9) = Aac = 2 = W) (2)
0x 0x Xy (xy) Xy
of d [2x' —xy+1| [yl —2x"—xy+1x —2x* —1
7(")9)(:)7 J = J 7 J = 2.2 (3)
ay ay Xy (xy) Xy
(b)
Seja fR?\ {(x,0); x € R} — R dada por
f(x,y) = arctan <;> , para (x,y) € R?\{(x,0); x € R}. (4)

Notemos que a funcio f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R?\ {(x,0); x € R} e, além
disso, para (x,y) € R\ {(x,0); x € R}, temos

of (4) 0 [ x| regra da cadeira 1 1 y
— = — t — = - = 5
ax(x,y) o _arc an <y> (X>2 " y2+xz’ (5)
14+ —
Yy
of (4) 0 [ (X>- regra da cadeira 1 < X> X
—(x,y) = — |arctan | — = - =— , 6
ay( v) oy | y/] <x>2 y? Y +x? (6)
T+ (-
Yy
(c)
Seja f : R> — R dada por
f(x,y) = sen (xz —y3> , para (x,y)eR? (7)



Notemos que a fungio f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R? e, além disso, para (x,y) €
RR?, temos

%(X)y) (7 aax [Sen (Xz —y3>} regra da cadeira (Xz —y3> (2x)
= 2xX cos <x2—93) , (8)
;j( ) (") . [sen <x2 y3)} regra da cadeira (Xz _yg,) (—3y2)
= —3y2 cos (xz y3> (9)
(d)
Seja f: R> — R dada por
f(x,y,z) =xy+xz+yz, para (x,y,z) € R? (10)

Notemos que a fungio f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R? e, além disso, para (x,y) €
R?, temos

of 10) O
a—x(x,y)(:)a—x(xy+xz+yz):y+z, (11)
of 0
ay(x,y)(g)ay(xy—l—xz%—yz):x—l—z. (12)
of 10) O
a—z(x,y) (:)%(xy+x2+yz):x+y. (13)

Exercicio 2.
Seja f:(0,00) x (0,00) = R,

f(x,y) ix"xy + sen(mx) |x? + sen(x +y) +e* cosz(y) ,, para (x,y) e (0,00) x (0,00).

Lembremos que, se a > 0,

Clb = eb In(a)
logo XXXH — elnl®) eln(x) e¥ 1200 "
para (x,y) € (0,00) x (0,00) e assim
=~ Jln(x) elﬂ(x)ey In(x) 5 ) 2
f(x,y) =e + sen(mx) [x? + sen(x +y) + €* cos’(y)| , "~

Logo, para encontrar as derivadas parciais pedidas basta aplicar a regra da cadeia para (15).
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Exercicio 3.

(@)



Notemos que a fungio f possui derivadas parciais de 2.a ordem em R?\{(x,0); x € R}U{(0,y);y €
R} e, além disso, para (x,y) € R*\ {(x,0); x € R}U{(0,y);y € R}, temos

o f 0 |of 2) 0 [8x*y—2x*y—vy
T%(X’y) = > [ax(x’ )] =~ x [ Y2 ]
_ 32x3y —8xyl X2 y?] — 8x*y —2x*y —yl 2xy?
(x2y?)? ’
aZf Teorema de Schwarz aZf 0 of 0 8X4 —2X4 —
= (x,y) 2 (x,y) = o [s(xyy) | 2 2 22V SE VY
0x 0y oy 0x oy [ 0x oy xX“y
8xt —2x*—1
- X2y
o°f 0 |[of (3) 0 [—2x* —1 —2x* —1 1 4x* 42
—_— = — | — = — = —2 —_ =
oY " 5y [ay(x’y)] ay[ 2 y? } X [( )93] xy?

(b)
Notemos que a fungio f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R%\ {(x,0); x € R} e, além

disso, para (x,y) € R*\ {(x,0); x € R}, temos

2
o f Teorema de Schwarz  0°f o [of 5) 0
a0 " S = o | 5 [
1) -y Ry T
(y? +x2)? ERT A
0%f 0 |of (6) 0 X 2xy
a0y Loy ] @ oy el = e e

()
Notemos que a fungio f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R? e, além disso, para (x,y) €

R?, temos
S:(x,y) = % [gi(x, )] © % [Zx cos (x2 —gg’)}
X [* sen (Xz *Us> (2X)} =2 cos (XZ *93) —4x% sen (xz —y3) ,

N
-+ N o

=2 cos (xz —y3> +
0

9 [af(x, )] ® aay [Zx cos (xz—ys)}

o f (X ) Teorema de Schwarz (X ) _ g9
axdy - dyox P T 3y |ox
=2x[—sen (xz —y3)] (—3y2)] = —6xy2 sen (xz —y3> ,
62f 0 of (9) 0 2 2 3 2 3 2 2 3 2
@(x,y) —@ [ay(x, )] = @ {—313 cos (x -y )} = (—6y) cos (x -y )—3y [—sen <x -y ) (—3y7)]

= —6y cos (xz —93) —9y* sen (xz —93) .

(d)
Notemos que a fungdo f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R? e, além disso, para (x,y) €



R?, temos

0%f 0 |of (11) 0
aXZ(X>U)—aX[aX(X»U)] = a[erz]—O,
o%f Teorema de Schwarz  0°f 0 |of (11) 0
_ = = — | — = — = 1
axay(x,y) ayax(x,y) oy 3 oY) oy y+zl=1,
0%f 0 |of (13) 0
i = |— = — =0.
ayZ(X)y) dy [ay(x) ):| dy [x + z]
o%f Teorema de Schwarz o f 0 |of (13) 0
oz YT g oy =g [ oY) T g =0
o%f Teorema de Schwarz 0°T 0 |of (11) 0
_— = = — - = — = 1
ayaz(x,y) azay(x,y) 32 ay( »Y) 5, x A =T,
0%f 0 |of (13) 0
aZZ(X)y)aZ|:aZ(X’ ):| = @[X'f’y}*o
Exercicio 4.
(a)
Se a fungdo U : R? — R, é dada por
U(x,y) = e * cos(y) +e *sen(y), para (x,y)eR?, (16)

entdo a fungio U possui derivadas parciais de 2.a ordem continuas em R? e para (x,y) € R?
Além disso, para (x,y) € R?, temos que:

ou 0 regra da cadeia
a(t,x) (18) &[e_X cos(y) + e * sen(y)] gra da cadela (—1) cos(y) + e *(—1) sen(y)
= —e *cos(y) —e *sen(y), (17)
ou 0
@(t,x) (18) @[e*" cos(y) + e~ sen(y)] =e *[—sen(y)] + e * cos(y)
=—e " sen(y) +e *cos(y), (18)
62U 0 regra da cadeia
S5 63 2 e cosly) — e sen(y)) "FT R e (1) cos(y) — e (1) sen(y)
=e *cos(y) +e *sen(y), (19)
o’u 0
W(t,x} (8 @[—e’X sen(y) +e * cos(y)] = —e * cos(y) + e ¥ [—sen(y)]
=—e “cos(y) —e *sen(y). (20)

Logo para (x,y) € R?, temos:

oru o‘u (18),(20)

W(Xﬂj)‘f‘ﬁ(X)U)

o [e ™ sen(y) + e * cos(y)] + [—e ™ cos(y) —e * sen(y)] =0.

Exercicio 5.
Sejam d,1P : R — R duas fungbes com duas derivadas continuas em R e ¢ € R uma constante
fixada. Mostre que a fungéio u: R*? — R, dada por

u(t,x) = d(x—ct) +P(x +ct), para (t,x) € R?, (21)



Logo para (t,x) € R?, temos,

%—?(m) @ %kb(x— ct) +(x+ct)] TEHTLEEEE (b/(x _ct) T4 (x+ct) 1]
=¢'(x—ct) +¥'(x +ct), (22)
M0 D Dl ct) Fplx e ) T ESR [plx 1) (<o) 4 W+ )]
=—cp'(x—ct)+cP'(x+ct), (23)
fg‘(t,x) (22) %[d)/(x—ct)—i—ll)/(x—f—ct)] rora dacadein 0 0 )
=¢"(x—ct) +¥p"(x +ct), (24)
za)j:;(t’x) = a% [—cd'(x —ct) + e/ (x+ct)] “FREEE e p(x—ct) (~¢) + e (x +ct)c]
=c?d"(x—ct)+ P (x+ct), (25)

Logo para (t,x) € R?, temos,

e (£, %) — A e (t,%) P2 (2 07 (x — e t) 4 2P (x+ct)] — A d" (x—ct) +b" (x + ct)] = 0.

Exercicio 6.
Seja f: R? — R a funcéo dada por

(x+1y) (x* —y?
Fx,y) = ngyz L beoy) #10,0) (26)
0 ,se (x,y) =(0,0)

()

~ Notemos que se (x,y) # (0,0), teremos

0 < (Xl = lyl)? = x> = 2 Ixl Iyl + lyl?,

2xyl

ja, 2xyl <x*+y? inda : <1 27
ou seja, 2xy| < x“+y“°, ouainda 2 (27)

Y2 -

(x+ylx—y)| |6F+2xy+y?) (x—y)

- |02 Y)
x,y)| = - -
Y X+ y? X +y x4y
, 2, .2
+y?) +12 + 2
S[X yz) |2Xy|]|X—U\: Xz yz+ |2Xy|2 x—yl < 2jx —y|
X+y X+y X+y
~— Y~
=1 @7)
i <1
ou —2(x—y) <f(x,y) <2(x—y). (28)

Mas

lim —-2(x—y)= lm 2(x—y)=0,
(x,y)—(0,0) ( v) (x,y)—(0,0) ( v)



assim, dos limites acima e de (28) e do item 7. da Proposi¢do 7.1.1, da pdgina 206 das notas de aula,
(Teorema do sanduiche) segue que

. (26)
1 f =0"= f(0,0
e (x,y) (0,0,

mostrando que a fungdo f é continua em (0, 0).

(b)

"~ Para
(%0, Yo) # (0,0) (29)

a fungdo é continua em (x,,Yyo,) pois
(29)

Im (X 4y} =xa+yt # 0,
(X)U)*’(Xo o)

assim

(x+y) (¥ —v?)
lim f(x,y) (26) com (29) lim 5 5
(x,y)—= (%0 ,Yo) (x,y)—= (%0 o) X" +y

2 2
propriedades basicas de limite (XO + yO) (XO yo) ) (26) com (29)

f(xo,Yo)
Y e

mostrando que a fungéo f é continua em (x,,Yo)-

(c)

"~ Notemos que

_ ] (h+0) (h?—0? 3
ﬁ(0,0):lim f(h,0) —(0,0) n#oe (26) lim ( ) :hmh—:nmh:o,
0x h—0 h h—0 h2 + 02 h—0 hz h—0

2 12
of £(0,k) —f ‘ (0+%k) (07 —k 1
90,0) = lim " K =10, Q) ir0e 20y 2< , ) — lim — = —limk =0,
dy k—0 k k—0 0"+ k k—0 Kk k—0

(d)
Notemos que, para (x,y) # (0,0, de (26), temos que

(x+y) (xz —yz)

flx,y) = T (30)
Logo
of o [0rw) (Cow) ] 1 (2w 2y (Cav) - [y (-] 20
3, Y = 5 Z = o+ )
of ey o | 6w (E=v)] (¥ ey (29)] (D) - [xky) (F-v?)] 2y
@(XJJ) = @ X2_4_152 = (X2+y2)z

Exercicio 7.



(a)
Como f:R3> — R é dada por

f(x,y,z) =x*+y>+2*, para (x,y,z) €R’. (31)
Logo para (x,y,z) € R3, teremos:

of of of
Vf(x,y,z):<(x,y,z) (Xayyz))aZ(X)y)Z)>

0x ’@
of of of
2 (ax(xzwzﬂz),ay(xzwzﬂz),az(xz+y2+zz)> = (2x,2y,22) .

é o gradiente da fungdo f no ponto (x,y,z) € R3.
(b)

Como f:R3> — R é dada por

f(x,y,z) = x arctg(y +2z), para (x,y,z)e R3. (32)
Logo para (x,y,z) € R3, teremos:
of of of
Vf(x,y )Z) = (ax(x)y )Z’) ) E(Xay )Z) ) FZ(X)U )Z)>

() (of of of
) (i arctgly +.2), 51 (x arctgly + 2), 5. (x axctgly +2))

z

1 1
= <arctg(y +Z)»X1 + (y+2)2 ’X1+(y +Z)2> .

é o gradiente da fungfo f no ponto (x,y,z) € R3.

(©)
Como f : R? — R ¢ dada por

f(x,y) = sen (xyz) , para (x,y)eR?. (33)

Logo para (x,y) € R?, teremos:

Vi(x,y) = <§i(x,y),§;(x,y)> (33) (gi [sen (xyz)} ,g; {sen (xy2>D
regra da cadeia do Calculo 1 (cos (xyz) W2, cos (xy2> Zy) .

é o gradiente da fungdo f no ponto (x,y) € R2.

(d)
Como f:R? — R é dada por
fx,y) = eV, para (x,y) € R, (34)

Logo para (x,y) € R?, teremos:

of of (34) fOf [ .2_.27 Of 2.2
f = e —_— = R Xy —_— Xy
Vix,y) (ax(x,y),ay (x,y)> <6x [e } 'y [e ])

regra da cadeia do Célculo 1 2.2
& = <e" Y"2x,cos (xyz) (—Zy)) .



é o gradiente da fungdo f no ponto (x,y) € R2.

Exercicio 8.
(a)
Temos que f: (—5,5) 2 Revy: (O,@) — R? é dada por

f(x,y) =tan (x2+y) , para (x,y) e( g g) (35)

-
2) . (36)

e y(t) = (x(t),y(t)) = (2t,t*), para te€ (

Como a funcio f admite derivadas parciais de 1.a ordem em (—% , %), a funcdo vy é diferencidvel
m <O @> ey (O, @) C (—%,%), segue que a fungéo z = foy: (O , @) — R sera diferencidvel

em (O @) eparat e (O , @), da regra da cadeia (veja o Teorema 9.1.1, da pédgina 255 das notas
de aula).

Além disso, para (x,y) € (—5,5) ete <O, @), temos:

Vix,y) = (Ea)i( ,y),glj( y)) () (a [tan (x +y>} g; {tan (xz—i-y)D

= (secz(x +y)2x, sec’(x? —|—y)> = <2x sec’(x? +y), sec (xz—I—y)) , (37)
e v = (G, ) @220, (38)

Logo, para t € (O, @), da férmula da regra da cadeia (veja o Teorema 9.1.1, da pagina 255 das
notas de aula), teremos

#(0) = o) = Triv(e) o v 0 (2x0)sectn) + ) sl () +yie)) o (2,20
(36) (2t) sec?[4t? + t7]2 + sec’[4t> + t2] 2t = 6 t sec’[5t7].

(b)
Temos que f: R - R ey :R — R? é dada por
f(x,y) = e*[cos(x) + sen(y)], para (x,y)€R (39)
e v(t) = (x(t),y(t) = (t’,t)), para teR. (40)

Como a fungdo f admite derivadas parciais de 1.a ordem em R e a funcdo y é diferencidvel em R
, segue que a fungdo z = foy : R — R serd diferencidveis em R e para t € R, da regra da cadeia (veja
o Teorema 9.1.1, da pégina 255 das notas de aula).

Além disso, para (x,y) € R? e t € R, temos:

Vi(x,y) = (af( ) af(m)) (2) <af e [cos(x) + sen(o)]] , o [e* [cos(x) + sen(y)]]>

ox "y 0x "y
= (e*[cos(x) + sen(y)] + e* [cos(x) + sen(y)] [—sen(x)], e* [cos(x) + sen(y)] + e* [cos(x) + sen(y)] cos(y))
= ([1 — sen(x)] e* [cos(x) + sen(y)],[1 + cos(y)le* [cos(x) + sen(y)]) , (41)
ey (9%, 4y (40)
e v'(t) = <dt(t)’dt(t)> 2 (3¢4,2¢) . (42)



Logo, para t € R, da férmula da regra da cadeia (veja o Teorema 9.1.1, da pagina 255 das notas
de aula), teremos

d
z'(t) = a[f ovl(t) = Vfly(t) e y'(t)
e (“ — senfx(t)]] e [cos[x(t)] + senly(t)]], [T + cosly(t))le™™) [cos[x(t)] + sen[y(t)]]> . (3t%,21)

(£2) 342[1 — sen(t®)] et [cos(t3) + sen(t?)] + 2t [1 + cos(t?)]et [cos(t3) + sen(t?)].

(c)
"~ Temos que f: R x [R\{0}] = Revy:(0,00)\{1} = R? é dada por
fx,y) ﬁg, para (x,y) € R x [R\ {0} (43)
e v(t) = (x(t),y(t)) = (e™*,In(t)), para te (0,00)\{1}. (44)

Como a funcdo f admite derivadas parciais de 1.a ordem em R x [R\{0}], a funcdo y é diferencidvel
em (0,00) \ {1} e y((0,00) \ {1}) € R x [R\ {0}], segue que a funcdo z = foy : (0,00) — R serd
diferencidveis em R e para t € R, da regra da cadeia (veja o Teorema 9.1.1, da pigina 255 das notas
de aula).

Além disso, para (x,y) € R? e t € R, temos:

vt w) = (geew gotew ) @ (51X 505
1 X
“(5w) -

e vt = (G0, ) @ (e ) (46)

Logo, para t € R, da férmula da regra da cadeia (veja o Teorema 9.1.1, da pagina 255 das notas
de aula), teremos

iy @ B sy (@8)26) (1 x(t) ot ]
2/(t) = 4 [Fo (1) = Vely(t] o v'(5) X (y(t) yZ(t)> (et)t>

(49) 1 o et 1 _ (0 T\ et
~ In(t) In(t) t t) In(t)”
Exercicio 9.

Temos que h: Dom(h) — R é dada por

h(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)), (47)

onde Dom(h) = {(u,v) € R?; (x(u,v),y(u,v)) € Dom(f), para (x,y) € Dom(u) N Dom(v)}.

(a)
Se f,x,y: R? — R sdo dadas por

f(X,U)£1—X2—UZ, para (X)y) ERZ (48)
x(u,v) =u cos(v), (49)
y(u,v) =usen(v), para (u,v) € R? (50)



Ento as fungdes f,x,y possuem derivadas parciais de 1.a ordem em R? e
of (48)

3 0y = 2%,
gj(x,y) P2y, para (x,y) €R?
g—z(u,v) (29) cos(v),
%(u)\,) (49) —u sen(v),
g%(u,v) (59) sen(v),
%(u)\)) D wcostv), para (u,v) € B2
Logo, para (u,v) € R?, temos
M a0 D Lfrixfan,v), y(a, )
regra da cadeia %(x(u,v) y(u,v) g—z(u,v) + g;c(x(u,\)) yy(u,v))
(SE2UELE) ) 3w, v) cos(v) — 2y(u, v) sen(v)
(49),(50) 5, cos(v) cos(v) —2u sen(v) sen(v) = —2u,
M 1,00 D Zfr(x(at,v), y(a, )
A 2 xla,v) (2, ) 4,9) g (x(9) ()

(B1E2LE9.50) 5 3 (w,v) [—u sen(v)] — 2y (e, v) [u cos(v)]

(49,(50) 2u? cos(v) sen(v) — 2u? sen(v) cos(v) =0.

(b)
Se f,x,y: R? — R sdo dadas por

Z_UZ) para (X)U) € RZ

flx,y) =1—x
x(u,v) =u—v,

y(u,v) =u-+v, para (u,v) € R?

Entdo as fungdes f,x,y possuem derivadas parciais de 1.a ordem em R? e

of (87)
a(X»U) =" —2x,

of 57
@(x,y) €D 2y, para (x,y) € R?

10

dy

ou

v

(u,v)

I (1, v)



Logo, para (u,v) € R?, temos

M a0 & Lfrtxfan,v), y(a, )
e e 2l ), (2, ) g 10,9) + 0, 9) i, v) )
(60)(61)(62),(64) _» x(u,v)1—2y(u,v)1
(58),(59) 2u—v)—2u+v)=—2u+2v—2u—2v=—4u,
M a0 & Lft(x(at,v), y(a, )
regra da cadeia %(X(u,v) ,y(u,v)) %(u,v) + g;(x(u,v) yy(u,v)) a—g(u,v)

(60),(61),(63),(65) —2x(u,v) (—1) —2y(u,v) 1

(58),(5) 2(u—v)—2(u+v)=—4v.

(c)
Se f,x,y: R? — R sdo dadas por

fix,y) =1 —4x2—|—9y2, para (x,y) € R?
x(u,v) =2ucos(v),

y(u,v) =3usen(v), para (u,v) € R?

Ent&o as fungdes f,x,y possuem derivadas parciais de 1.a ordem em R” e

of (66)

3 Y = 8%,

glj(x,y) (%) 18y, para (x,y)eR?
g—z(u,v) 2 cos(v),

g—:(u,v) () —2u sen(v),

g—ﬁ(u,v) (2)3 sen(v),

g—g(u,v) (§)3u cos(v), para (u,v)e RZ.

11



Logo, para (u,v) € R?, temos

oh (57) O
a(u»") = a[f(x(u,v),y(u,v})]
regra da cadeia E % ﬁ 7y
e SR XD Y, v) 0, v) el v)yla,v) v

(69),(70)(71)(73) —8x(u,v) [2 cos(v)] + 18y (u,Vv) [3 sen(v)]

(67),(68) —8[2u cos(v)] [2 cos(v)] + 18 [3u sen(v)] [3 sen(v)],

= —32u cos®(v) 4 162 usen®(v)

MyE 2

) @ x(w,v), y(u,v))
regra da cadeia g % ﬁ aig
e S X)) v + 2 e, )y ) )

(69 (611(72),(78) —8x(u,v)[—2usen(v)] + 18y(u,v) [3u cos(v)]

(67),(68) —8[2u cos(v)] [-2u sen(v)] + 18 [3u sen(v)] [3u cos(V)]

= 194u sen(v) cos(v).

Exercicio 10.

Lembremos, do Teorema 9.3.1, da pdgina 281 das notas de aula, que se a fungéo f possui derivadas
parciais de 1.a ordem no seu dominio (que é um subconjunto aberto), P, € um ponto do dominio da

fungéo f e o vetor v, é unitdrio, entio

fADS

(a)
Como f:R? — R é dada por

f(XﬂJ)iXU—X‘f’U) para (X»H)GRZ>
Poz(xoyyo)i“)”)
e v=(1,1).

entdo a f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R? e, para (x,y) € R?, temos:

of 76
a(xyy)(:)y_])
of 76
@(X)y) (:)X+])
of of 79),(80
fogor Wilr,y) = (g1 x,w) g x,w) ) PE (1)
Considerando-se
= L@ _1 g Y2y,
EIRVEERE 2

teremos que o vetor v, tem a mesma diregdo e sentido do vetor V e é unitario.
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Logo, do Teorema 9.3.1, da pagina 281 das notas de aula, segue que

=

af af eorema Y.o. — 81382
a—g(Po):a%(Po)T ma 931 G ep ) oy BT )(y0—1,x0+1)07(1,1)
2
:7“2[(1—1,1“).(1,1):\@.
~——
(b)
Como f : R? — R ¢ dada por

—1n<x +y +4>, para (x,y) € R?, (83)
(xo,yo) (84)

e V-( ) (85)

entdo a f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R? e, para (x,y) € R?, temos:

of (83) 1
_ e —] 86
of (83) 1
_ = ___ 9 87
ay(X) ) X2+y2+4 Y, ( )
of of (86),(87) 2x 2y
logo: Vf = = . 88
ogo: Vilx,u) = (gr00u). 506w e T (58)
Notemos que
2 2
(85) 1 ) < 2 > 1 4
¥ \/ () + (%) =Vs5+3 (59
ou seja, o vetor V é unitdario.
Logo, do Teorema 9.3.1, da pagina 281 das notas de aula, segue que
of Teorema 9.3.1 _, (88),(85) 2 %o Zyo 1 2
o) VilPo) ey 2+ui+d’ d+ui+4) 505
(84) ( 2 2-0 ) ( 1T 2 ) 2
— [ J —_—, — = —.
12402+4° 1240244 V5 V5) 445
()
Como f:R3> — R é dada por
f(x,y,z) = _x—e ara (x,y,z) € R (90)
)U) - Xz +_94 +1 ) p )U) )
Py = (X0,Y0,20) = (1,1,0), (91)
e v=(2,2,0). (92)
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entdo a f possui derivadas parciais de 1.a ordem em R e, para (x,y,z) € R3, temos:

of 00) 1-(x2+y*+1)— (x —e¥)2x
hid = 93
of (00) —e¥ (x> +y*+1) — (x —e¥) 43
i = 94
of (90)
—_ =0 95
az(x)y)z’) ) ( )
of of of
logo: Vf(x,y,z) = <ax(x’y)2))&J(X’y)Z)’aZ(X)y’Z))
(93),(08),(95) (X* +y*+1—2x(x—e¥) —e¥(x*+y*+1)—4y’(x—eY) 0 (96)
B (x2 +y*+1)? ’ (x2+y*+1)? )
Notemos que
L. Vo(92) 1 V2
Vo= = ————(2,2,0) = —(2,2,0), 97
IR vETEre 0h0 Ty B0 1)
e o vetor v, é um vetor que tem a mesma diregio e sentido do vetor V e é unitdrio.
Logo, do Teorema 9.3.1, da pagina 281 das notas de aula, segue que
af eorema 9.o. 2
O (py) =T 93 b, o Y2 (2, 0)
ov 4
(96),(97) Q <x§+yg+1—2x0 (xo —e¥°) —eYo (X2 4+ 1yt +1) —4y3 (x, — e¥°) O) «(2.2.0)
4 (X +y5 +1)? ’ (x5 +y5 +1)2 ’ o
P+ 41211 —e1)z+—e1 (1P4+144+1)—4-13(1 —e1)2_ —6+6e
B (12414 +1)2 (124+14+1)2 V3
Exercicio 11.
(a)
Temos que
Po=(1,2) (98)
e a curva é dada pela equagido
¥ +xy+yt-3y=1. (99)
Seja f : R? — R dada por
fix,y) =x* +xy+y>*—3y—1, para (x,y) € R%. (100)

entdo a funcdo f tem derivadas parciais de 1.a ordem continuas em R? (pois é uma fungio polinomial)
e para (x,y) € R?, temos:

of (100)
- =2 101
5 oY) x+y, (101)
?(x,y) (1io)x+2y—3, (102)
y
of of
fogos Vilx,y) = 51 1x,0), 3 (x,9))
GO0 ox 1y, x+2y—3) (103)
(98) (102)
logo : Vf(P,)) = Vf(1,2) =" (2-142,1+2-2—-3)=(4,2) £ (0,0). (104)
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Notemos que o traco da curva de nivel zero associada a fungdo f coincide com o trago da curva de
equagdo (99).

Logo, pela Proposigdo 9.2.1, da pagina 269 das notas de aula, temos que o vetor ndo nulo V{(P,))
é um vetor normal a curva de equagdo (99) (que é a curva de nivel zero da fungéo f) que contém o
ponto P,, ou seja, a equagéo geral da reta normal a curva

4x+2y=c. (105)
Como P, = (1,2) pertence a reta acima, teremos:
c=4-14+2.2=8,

logo a equagdo geral da reta normal a curva de equagéo (99) no ponto P, = (1,2) sera:
4x+2y=38.
Como o vetor Vf(P,) é um vetor normal a curva de equagéo (99) no ponto P, = (1,2), se
n(Po) = (a,b) # (0,0) (106)

é um vetor tangente & curva de equagdo (99) no ponto P, = (1,2), da Geometria Analitica, devemos
ter

(104),(106)

0 =n(P,) @ VI(P,) = (a,b)e(4,2)=4a+2Db,
Logo, se a=1,segue que b =—-2,
ou seja, n(PO) = (] )_2) 7é (O)O) (107)

é um vetor tangente a curva de equagdo (99) no ponto P, = (1,2).
Logo a equacdo geral da reta tangente a curva serd dada por

1-x+(=2)-y=d. (108)
Como P, = (1,2) pertence a reta acima, teremos:
d=1-2.2=-3,

logo a equagdo geral da reta tangente a curva de equagéo (99) no ponto P, = (1,2) sera:

x—2y=-3.
(b)
Temos que
Po =(0,2) (109)
e a curva é dada pela equagdo
y—e¥ =1. (110)
Seja f : R? — R dada por
f(x,y)iy—e"z—h para (x,y) € R%. (111)
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entdo a funcdo f tem derivadas parciais de 1.a ordem continuas em R? (pois é uma fungio polinomial)
e para (x,y) € R?, temos:

%(x,y) ) o (2x) = —2xe¥, (112)

g;(x,y) g, (113)
logo: Vf(x,y) = (2:("’9)’2;("’”))

(112),(113) (—er"z,]) ) (114)
logo : Vi(Po)) "2 vr(0,2) 2 (<20 ¢,1) =(0,1) £1(0,0). (115)

Notemos que o trago da curva de nivel zero associada a fungdo f coincide com o trago da curva de
equagdo (99).

Logo, pela Proposigdo 9.2.1, da pagina 269 das notas de aula, temos que o vetor ndo nulo Vf(P,))
¢ um vetor normal a curva de equagdo (110) (que é a curva de nivel zero da fungio f) que contém o
ponto Py, ou seja, a equagdo geral da reta normal a curva

O-x+1-y=c, ouseja y=c. (116)
Como P, = (0, 2) pertence a reta acima, teremos:
c=2,

logo a equagdo geral da reta normal a curva de equagdo (110) no ponto P, = (0,2) seré:
y=2.
Como o vetor Vf(P,) é um vetor normal & curva de equagdo (110) no ponto P, = (0,2), o vetor
n(P) = (1,0) # (0,0) (117)

serd um vetor tangente a curva de equagdo (110) no ponto P, = (0,2), da Geometria Analitica,
devemos ter
Logo a equagio geral da reta tangente a curva serd dada por

1-x+0-y=d, ouseja, x=4d.
Como P, = (0, 2) pertence a reta acima, teremos:
d=0,

logo a equagdo geral da reta tangente a curva de equagéo (110) no ponto P, = (0,2) sera:

x=0.
Exercicio 12.
Temos que a curva é dada pela equagio
x*—yt=1. (118)
Seja f: R> — R dada por
f(x,y)ixz—yz—h para (x,y)eRz. (119)
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entdo a funcdo f tem derivadas parciais de 1.a ordem continuas em R’ (pois é uma fungio polinomial)
e para (x,y) € R?, temos:

of (118)
of 18)_ 5 12
5 oY) X, (120)
of (118)

=2 121
2 (x,y) Y, (121)

of of
logor V() = (G (6, 3 (x,9))

(1200021 5 —2y) . (122)

Notemos que o traco da curva de nivel zero associada a fungdo f coincide com o trago da curva de
equagdo (119).

Logo, pela Proposicdo 9.2.1, da pagina 269 das notas de aula, temos que o vetor ndo nulo Vf(P))
¢ um vetor normal a curva de equagdo (110) (que é a curva de nivel zero da fungdo f) que contém o
ponto P,.

Notemos que um vetor normal a reta
y=2x, ouseja, 2x—y =0, (123)
serd o vetor (ndo nulo)
n=(2,-1), (124)

Para que a reta tangente a curva (118) em um ponto seja paralela a reta de equagdo (123), basta
que os vetores normais a cada uma delas sejam paralelos, ou seja, podemos encontrar A € R, de modo
que

Vi(xo,Yo) = AT,
que, de (121) e (123), nos fornece:

(2%0,—2Yo) =A(2,-1) (125)
e 0 ponto (x,,Y,) deve pertencer a curva (118).
Portanto deveremos ter:
2% =A2 Xo = A 2V3 23
2 A(—1 ou seja A assi T3 0 °T 3
_ — — u = — 1m u
) Uo , ( ) ) .] ] yO 2 _ 2\/§ _ 2\/?:
Xo_yo:‘I Xg—y%:] UO_T Uo—_T
(126)

Portanto os pontos pertencentes a curva de equagdo (118) cuja reta tangente a mesma nesses
pontos, sdo paralelas a reta de equagdo geral (122) serdo os pontos:

.(zﬂ 2f3> (—zﬁ zﬁ)
P]Z —y ——— € .

3 6 3 ' 6

Exercicio 13.

(a)
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Temos que a superficie é dada pela equagdo
x+yt+z=4. (127)
Seja f: R3 — R dada por
f(x,y,z)ix+y2+z—4, para (x,y,z)eR3. (128)

ento a funcdo f tem derivadas parciais de 1.a ordem continuas em R> (pois é uma fungio polinomial)
e para (x,y,z) € R3, temos:

Sotoy,z) (129)
S22y, (130)
g—i(x,y ) 0B (131)
logos Vilx,y,2) = 51 x,3,2), 51 (x,3,2), 51 (6,u,2))
(120),(130),(131) (1,29.1) . (132)
Sendo
Po = (X0 1¥o120) = (1,1,2 (133)

da Proposicdo 10.2.1, da pagina 298 das notas de aula, temos que o vetor

(133)

)1 2y0, 1) 1,21y, (134)

V(Po)

serd um vetor normal a superficie de equagdo (127), logo a equagdo geral do plano tangente a superficie
de equagdo (127) serd do tipo

1-x+2-y+1-z=d, ouseja x+2y+z=d. (135)
Como o ponto P,, dado por (133), de pertencer a tal plano, deveremos ter
1+2-1+2=4d, istoé d=5. (136)

Substituindo-se este valor em (135), teremos que a equagdo do plano tangente a superficie de
equagdo (127) no ponto P, serd dada por

x+2y+z=>5.
(b)
Temos que a superficie é dada pela equagdo
X +yd+22=10. (137)
Seja f: R3 — R dada por
fix,y,z) =x>+y>+2>—10, para (x,y,z) € R>. (138)
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entdo a funcdo f tem derivadas parciais de 1.a ordem continuas em R> (pois é uma fungio polinomial)
e para (x,y,z) € R3, temos:

of (138)
&(X)UVZ) = :3X2> (139)
of (138)
@(X,}J,Z) = 3927 (140)
of (138) , 5
of of of
10g0: Vf(x,y )Z) = <aX(X)g )Z) y 7(")9 )Z) ) Z(X)y )Z)>
(139),(140),(141) (3 x2,3y2,322) . (142)
Sendo
POZ(XO)UO’ZOJ£(1)132) (143)
da Proposicdo 10.2.1, da pagina 298 das notas de aula, temos que o vetor
v(p,) &) (3x§,3y§,,3z§) (129) (3-12,3.12,3-22) —(3,3,12), (144)

serd um vetor normal a superficie de equagdo (137), logo a equagdo geral do plano tangente a superficie
de equagdo (137) serd do tipo

3-x+3-y+12.-z=d, ouseja 3x+3y+12z=d. (145)
Como o ponto P,, dado por (133), de pertencer a tal plano, deveremos ter
3-1+3-14+12-2=4d, isto é d=30.

Substituindo-se este valor em (145), teremos que a equagdo do plano tangente & superficie de
equagdo (127) no ponto P, serd dada por

3x+3y+12z=30.

Exercicio 14.
Temos que a superficie é dada pela equagéo

XXyt 22 =1. (146)
Seja f: R3 — R dada por
fix,y,z) =x*+y>+22—1, para (x,y,z) €R>. (147)

entdo a fungio f tem derivadas parciais de 1.a ordem continuas em R3 (pois é uma fungio polinomial)
e para (x,y,z) € R3, temos:

of 146

a(x,y,z)(:)zzx, (148)
of 146

ay(X>U)Z)(:)2y) (149)
of (146)

et =’

5, X0u,2) v, (150)

of of of
].OgO. Vf(X,y ,Z) = (ax(X)U )Z) ) @(X)y )Z) ) &(X)y )Z)>

(148),(149),(150) (2x,2y,22) . (151)



Sendo

Po = (%o yYo >Zo) (152)
da Proposicdo 10.2.1, da pagina 298 das notas de aula, temos que o vetor

V(Po) "2 (2x0,210,220) (153)

serd um vetor normal a superficie de equagédo (146).
Notemos que o plano

3x—y+z=7 (154)
tem como um vetor normal o vetor (ndo nulo)
n=(3,-1,1). (155)

Como o plano tangente a superficie de equagdo (146) deve ser paralelo ao plano de equagdo geral
(154), ou seja, podemos encontrar A € R,

V(P,) =An, ouseja, (2%0,2Yo0,220) =A(3,—1,1),

2%0 =3A
ou seja, 2yo=—A . (156)
2z =A

Como P, = (%0 ,Yo,20) deve pertencer a superficie de equagdo (146), deveremos também ter

XeHyi+ze =1,

que, juntamente (156), devemos resolver o sistema:

3A 3V 3V

2% =3A Yo =g AT Yo T T
Jyy = A _ A Rl il
? , Ou seja, Yo 2 , ouainda: {9° 7 T 77 ou {Y°T 7
2zo =A _A 11 V11
2400242 *=3 o= o=
Xo yo Zo_ X%+yg+z%:] A:_Z\]/]ﬁ A:—Z}/]ﬁ

Portanto nos pontos

P1£<sm Yl m) ePF(_sm Vil m)

1M 111 1M 211 1

o plano tangente a superficie de equagéo (146) nesses pontos serd paralelo ao plano de equagdo geral
(154).
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