9.a Lista - SMAQ354 - Célculo II - Exercicios resolvidos
selecionados

1.0 semestre de 2020

Exercicio 1:
Lembrando que uma fungdo w € C2(Q; R), onde o conjunto Q é um subconjunto aberto de R?, é
dita harmoénica me Q, se

0? 0?
Aw(x,y) = S5 (x,y) + S5 (x,y) =0 para (x,y) € Q.
0x oy
Por hipétese, para (x,y) € Q, temos
ou ov
= = 1
5 0 Y) ay(x,y) (1)
ou ov
€ @(xﬂ;’):_a(xyy- (2)
Derivando a equagdo parcialmente, em relagdo a x, obteremos:
o*u v
et = . 3
552 oY) 2% 0y (x,y) (3)

Derivando a equagdo parcialmente, em relagdo a y, obteremos:

alu aZv Teorema de Schwarz aZv
i - = — . 4
2 (x,y) 3 5 0 Y) 3% 0y (x,y) (4)
Somando-se as equagdes (3) e (4), obteremos:
’u ’u % %
— — = — - — =0.
52 (x,y) + o (x,y) ox 0y (x,y) ox 0y (x,y)
finalizando a resolugao.
Exercicio 2:
Notemos que para (r,0) € (0,00) x R, temos
X =1 cos(0)
, , (5)
y =1 sen(0)
v(r,0) =u(x,y) ©) u(r cos(0),r sen(0)),
e podemos aplicar a regra da cadeia para obtermos a identidade
*u *u v 1 v 1 9%
w(’hy) + Q(X)U) = ﬁ(r,e) + o a(ﬂe) + - @(ﬁe) .



Exercicio 3:
item (a):
Seja f: R? — R, dada por
f(x,y) £x2+3xy +4y2—6x+2y, para (x,y) € R?.

Notemos que f € C®(R?; R) e além disso:

%(Xﬂj) @ % [XZ—I-?)xy +4y2—6x+2y} —2x+3y—6
aa;( 'Y) © aay [x2+3xy +4y2—6x+2y] =3x+38y+2
2)2;( yy) = % [gi(x,y)] © % 2x+3y—6]=2
::;( y) = az [;(X,y)} ® ;;[3x+8y +2]=38
azzgx(x)y) Teor. de Schwarz azzgx(x,y) = aay [gi(x,y)] ) az 2x+3y—6l =3

Procuremos os pontos criticos da funcdo f em R?, ou seja, se (x,y) € R?, temos

of of e
0,00 =9rlx,u) = (5100w, 5000w ) P2 2xk 3y 6,3x48y 42
12
) 2x+3y—6=0 . X=—=
ou seja, , ou ainda: ZZ
3x+8y+2=0 y:7

Logo o tinico ponto critico da funcio f em R? é o ponto

L (12 22
PO - <7 y 7> .
Aplicarmos o teste do hessiano para classificar o ponto critico P,,.
Notemos que a matriz hessiana da fungio em (x,y) € R?, serd dada por

o%f o°f

Hess¢(x,y) = Q(X’y) dy 6X(X’y) (9),(10),(11) (2 3
fiX,Y) = %f (x y) ﬁ(x y) 3 8)°
oy ox ™’ ayZ ’
2 3
1 = =7.
0go hess¢(x,y) ’3 8’
Logo do teste do hessiano, como
of

9
Q(PO) (:)2>O>

e hess¢(Po) (15) e (13)

7>0,

= .. (12 22
segue que a fungdo f tem um ponto de minimo local no ponto P, = 7 )
item (b):

(12)



Seja f : R? — R, dada por

f(x,y) ix3+2xy +y2—5x, para (x,y) € R?%.

Notemos que f € C®(R?; R) e além disso:

%(x,y) (19 a—ax {xg—I—ny +y2—5x} =3x*+2y—5

sg(x,y) (19 aay {x3+2xy +y2—5x} =2x+2y

2:( yy) = % [gi(x,y)] (17) % [3x2+2y—5} =6x

::;(x,y) — az [;(x,y)} @ 62[2x+2y} —2
azzgx(x)y) Teor. de Schwara azzgx(x’y) _ af; [gi(x’ )] (1) af;

[SXZ—i—Zy—S} =2

Procuremos os pontos criticos da fungéo f em R?, ou seja, se (x,y) € R?, temos

(0,0) = Vi(x,y) = <§i{x,y) , aa;(x,y)) MO (3% 12y - 5,20+ 20)
3x24+2y—5=0 X _2 e assim _ 2
ou seja, { Y N , ou ainda: 173 vr=r3

2x+2y=0 ou x; =—1, eassimy; =1

Logo os dois tinicos pontos criticos da fungéo f em R? sdo o ponto
5 5
Pr=(=-,—2 Py =(-1,1).
1 <3 ) 3> € 2 ( ) )
Aplicaremos o teste do hessiano para classificar os pontos criticos Py e P,.
Notemos que a matriz hessiana da fungéo em (x,y) € R?, sera dada por
o%f o%f
Hess¢(x,y) = a?z(x’y) dyox XY (19),(20),(21) (6% 2

W(ny) @(MU)
logo hess¢(x,y) =12x —4.
Logo, aplicando o teste do hessiano ao ponto Py, teremos:

aZ
aﬁ(m 1550,
X

(25) e (23) 5

e hess¢(Pq) 12-§—4:16>0,

5

segue que a fungdo f tem um ponto de minimo local no ponto Py = <3,

Logo, aplicando o teste do hessiano ao ponto P,, teremos:

(25) e (23)

hess¢(P1) 12-(-1)—4=—-16<0,

segue que a funcdo f tem um ponto de sela no ponto P, = (1,—1).

5
3

_>,

(22)

(23)



item (c):

Seja f: R? — R, dada por
f(x,y) =x° +y°> —5x — 5y, para (x,y) € R?.

Notemos que f € C°(R?; R) e além disso:

gi [x +4° 5% —5y| =5x =5
glj (z¢ a—{x +° 5x—5y}:5y4—5
gjzc(X’y) ai [g("’y)] 1) % [5x4—5} =203
azzgx(x’y) Teor. de Schwars azzgx(x’y) _ aay [gi(x,y)] 1) aay [5x4 _5} —0

Procuremos os pontos criticos da fungdo f em R?, ou seja, se (x,y) € R?, temos

B _(of of (21)e(28) (2 4 4
(o,OJ—Vf(x,y)—(ax(x,y),ay(x,y)) S (5%t = 5,5y" - 5)

) 5x —=5=0 X x ==+1
ou seja, , ou ainda:
5x*—5=0 y = =1

Logo os quatro tnicos pontos criticos da fungio f em R? sdo o ponto
1 :(]>1) ) PZZ(])_1) ) P3:(_1)1) € P4:(_1)_1) .

Aplicaremos o teste do hessiano para classificar os pontos criticos Py, P2, P3 e P4.
Notemos que a matriz hessiana da fung&o em (x,y) € R?, serd dada por

62

az
) 2( )3 ax(x Y\ (20 30),(31) (20X O
Hessf(x,y) - gl gz - ( 0 20y3) )

dy aX(X»U) ayz( )U)
logo hess¢(x,y) =400 x3 y3 .

Logo, aplicando o teste do hessiano ao ponto Pq, teremos:

af
x?
e hess¢(Pq) (32) hess¢(1,1)

(P P98 50 13 _ 20> 0,

) 400> 0,

segue que a fungdo f tem um ponto de minimo local no ponto P; = (1,—1).
Logo, aplicando o teste do hessiano ao ponto P,, teremos:

(34)

hesse(Ps) 2 hesss(1,—1) & 40013 . (=13 = —400 < 0,

segue que a funcdo f tem um ponto de sela no ponto P, = (1,—1).

(26)

(32)



Aplicando-se o teste do hessiano ao ponto P3, teremos:
hesse(P3) 2 hess;(1,—1) & 400 (—=1)3-13 = —400 < 0,

segue que a fungdo f tem um ponto de sela no ponto P; = (1,—1).
Finalmente, aplicando o teste do hessiano ao ponto P3, teremos:

2
gx];(Pl) 28 30 (-1 = ~20 <0,

e hesss(P1) 2 hesss(—1,—1) 400 (=1)% - (=1)% =400 > 0,

segue que a fungdo f tem um ponto de maximo local no ponto Py = (1,—1).
item (d):
Seja f: R? — R, dada por

f(x,y) =18x%> —32y%> —36x — 128y — 110, para (x,y) € R?.

Notemos que f € C®(R?; R) e além disso:

%(x,y} S % [18x —32y2 —36x — 128y — 110| = 36x — 36

g;c(x,y) © az [18x2—32y2—36x—1289—no} — 64y —128

2:;( ) = a%( [gi(x)y)} (36) % [36x — 36] =36

g;ﬁ( W= g et 2 ety - 6 =
azzgx (x ) oo deSctwaz azzgx("»‘ﬂ _ aay [gi(x) )} (36) aay [36x —36] =0

Procuremos os pontos criticos da fungdo f em R?, ou seja, se (x,y) € R?, temos

of of e
0,0) = Vilx,y) = (5 (x,y), 5 (x,y) ) “=57 (36x — 36, 64y — 64)
0x oy
. x—1=0 ) x=1
ou seja, , ou ainda:
y+1=0 y=—1

Logo o tinico ponto critico da fungio f em R? é o ponto
Po = (1 >_1) .

Aplicarmos o teste do hessiano para classificar o ponto critico P,.
Notemos que a matriz hessiana da fungéo em (x,y) € R?, serd dada por

Cfix,y) SOk (x,y)
| o P dyax Y| (a0, 40) (36 0
Hess¢(x,y) = 3 2 = )
O (v y) k) 0 —64
dyox '™’ oy’
logo hess¢(x,y) = ‘306 %4‘ =—-2304

(41)

(42)

(43)



Logo do teste do hessiano, como

(43) e (41)

hess¢(Py) —2304 < 0,

segue que a funcdo f tem um ponto de sela no ponto P, = (1,—1).
item (e):
Seja f : R? — R, dada por

f(x,y) = (x—1)2+2y2, para (x,y) € R?.

Notemos que f € C°(R?; R) e além disso:

e @ 2 -1+ 29 =201

;‘;( v) (4_4)61 (x=1)+2y7 =2y

M= 0w 2 e =2

g;‘;( ) = aay [aa;(x,y)] = ;J[Zy] -
azzgx(x)y)"reor. de Schwars azzgx(x’y)_aay [gi(x’ )} (‘E)az[Z(x—U}—O

Procuremos os pontos criticos da fungio f em R?, ou seja, se (x,y) € R?, temos

_ (3 ) ¥ ) 2
0,0 = vitx,u) = g1 e,w) o e ) 2 26—, 29)
. 2(x—1)=0 . x =1
ou seja, , ou ainda:
2y=0 y=0

Logo o tinico ponto critico da funcio f em R? é o ponto
Po =(1,0) .

Aplicarmos o teste do hessiano para classificar o ponto critico P,,.
Notemos que a matriz hessiana da fungdo em (x,y) € R?, serd dada por

o%f o*f
. F(XJJ) dy ax(x’y) (38),(39),(40) (2 O
Hess¢(x,y) = a§f 32f = )
xy) Ehixy) 02
ay ox Y ayz Y
logo hess¢(x,y) = ’é g’ =4.

Logo do teste do hessiano, aplicado ao ponto P,,como

2
gﬁ(po) SORACOP B
X

e hess;(Py) (52) £ (50)

4>0,

segue que a funcdo f tem um ponto de minimo no ponto P, = (1,0).

(44)

(45)

(46)
(47)
(48)

(49)

(51)

(52)



item (f):
Seja f : R? — R, dada por

f(x,y) =x*+xy+y>—2x—vy, para (x,y) € R%.

Notemos que f € C®(R?; R) e além disso:

gi( ) (5:3)%[x2+xy+yz—2x—y]:2x+y—2

21:: [x +xy+y —Zx—y} =x+2y—1

222 x,y) :X[ } = aa 2x+y—2]=2

222 aa[ ] i aay o+ 2y —1] =2
azZ;X(X»U)TeOL de Schwars azgx(x’y):aay [Z:(X, )} (5:‘l)aay[zx+y_2]:]

Procuremos os pontos criticos da fungéo f em R?, ou seja, se (x,y) € R?, temos

of of 54) e (55
0,0 = Vrx,u) = (gr0eaw) 3o 0w ) U 2xry 22y - 1)

. 2x+y—2=0 . x =1
ou seja, , ou ainda:
x+2y—1=0 y=0

Logo o tinico ponto critico da fungio f em R? é o ponto
Py =(1,0) .

Aplicarmos o teste do hessiano para classificar o ponto critico P,.
Notemos que a matriz hessiana da fungéo em (x,y) € R?, serd dada por

aZ

o
'Y) (x,y)
Hessq(x,y) = a>z< 0y Ox ™ 77 | (56),(57),(58) (2 1) )
xy) L,y 12
ay aX Y ayz X,y
21
logo h = =3.
ogo hess¢(x,y) ‘] 2‘ 3
Logo do teste do hessiano, aplicado ao ponto P,, como
o°f (55) e (59)
— (P = "4>0
aXZ( o)
e hess¢(P,) (61) £ (56) 3>0,
segue que a fungdo f tem um ponto de minimo no ponto P, = (1,0).
item (g):
Seja f: A — R, dada por
.1 64 .9
fey) =1 - 3 Ty pan (x,y) e A=R\{(x,y);x=00uy=0}.

(59)



Notemos que f € C*°(A; R) e além disso, para (x,y) € A, teremos:

of (62) 0 [1 o4 1
oY) = M[X_y—i_xy] =Tty
of (62) 0 [1 64 64
sy @ g [ ] =
o f of

2 )_i Tix,v) (s_)i_l_,_ _ 2
ox? U ES IR Y T 2 Y T8

of )_a[af(x )] (6_4)33{6‘@ ]__‘28

oy? W oy Loy Y oy [y? y3

o%f Teor. de Schwarz 0> d [of (63) 0 1

e 0ow) U Ty = o || @ 2 Gy =

Procuremos os pontos criticos da fungio f em R?, ou seja, se (x,y) € R?, temos

of of 54) e (55 1 64
0,0 = vfx,u) = (gr0ew) gotew ) I (< vy 5 x)

x 'y X2
1 —1 2
) 2 o, 2 x'y—1=0 )
ou seja, 61 , isto é, 64+ u2x , ou: 5 , ou ainda:
Yy Yy

Logo o tinico ponto critico da funcio f em R? é o ponto

Poi<l,16> .

Aplicarmos o teste do hessiano para classificar o ponto critico P,,.
Notemos que a matriz hessiana da fungéo em (x,y) € R?, serd dada por

o*f o%f
Tf(x’y) 3y ox XY | (65),(66).(67) (2 1 )

Hess¢(x,y) = 2 = x3
) o-f o-f 128
dy aX(XaU) ayz(X,U) 1 BT
2 1
23 256
logo hess¢(x,y) = X3 128/ =—=33—1-
1 _793 Yy

Logo do teste do hessiano, aplicado ao ponto P,, como

o*f (70) e (68) 2

o L —128>0
2 (Po) i
‘ 2
e hess(P,) TV D0 4 _3.,
(13163

segue que a funcdo f tem um ponto de minimo no ponto P, = (1,0).
item (h): serd deixado como exercicio para o leitor.
item (i):

Seja f: A — R, dada por

.8 x )
f(x,y) =Ly Ty pan (x,y) € A=R*\{(x,y); x=0ouy=0}.



Notemos que f € C*°(A; R) e além disso, para (x,y) € A, teremos:

M @8 x -8 ]

x0T % y Y T y

of (62) 0 [8 «x X

of 62) 0 | _ X -

oy Y T 5y [x y+y] v

aif(x )_i g(x ) ()0 | 8 1] _1T6

Ox2 =5 lox Y| T x| 2 y| X3

o f o [of (64) 0 [ x 2x
gt = o [y 0 [+ ==

azf (X )Teor. de_Schwarz azf (X )_i E(X ) (6_3)3 _i
dy 0x 'Y N dy 0x »d - 9y |ox = dy | x2

|

Procuremos os pontos criticos da fungéo f em R?, ou seja, se (x,y) € R?, temos

of of 72) e (73 8 1
(0,0)=Vf(x,y)=< (x,y),ay(x,y))( )= )< 8 y,2+1)

X
{x
Y

x X2
8 1
—2 =0 248y =0
ou seja, sz Y , isto é, {X * zy 0 , ou ainda:
74_] :O X—|—y =
2

Notemos que x = 0 e y = 0 ndo sfo permitidos.
Logo os quatro tinicos pontos criticos da fungio f em R? é o ponto

P; = (_4)_2) .

Aplicarmos o teste do hessiano para classificar o ponto critico P,.
Notemos que a matriz hessiana da fungéo em (x,y) € R?, serd dada por

o*f o%f 16
32V ayax OV qayrsiere [ B
Hess;(x,y) = g§f( | ngt | 10
dyox Yl Gl "
16 1
3 y? 32x 1
logo hess¢(x,y) = i) yzl il
TP

Logo do teste do hessiano, aplicado ao ponto Py, como

ﬁ(P ) (92 () 16 1
ot ° B

e hess¢(Pq) (7

segue que a fungdo f tem um ponto de maximo no ponto P; = (—4,—-2).

Exercicio 4:
Seja f : R? — R, dada por

f(X>U) = (X*U)GJF (U *2)2) para (X,U) € Rz-

NS, —
)

«
w

—4
2

(80)



Facamos a seguinte mudanga de variaveis

Z=Xx—Y
w=y—2
Desta forma se considerarmos a fungdo g : R? — R, dada por
gx,y) = 2° +w?, para (z,w) € R%.

Notemos que g € C*°(R?; R) e além disso:

@(Z,W) (8:2) 3 |:ZG +W2] = 625)

0z 0z
g—fv(z,w) ) aiw [z6+w2} =2w,
=2 5] @ 3 6] =302,
aazwgz(z,w) = % [:Vi(hw)} & % 2wl =2,
5 2
ai\)gz( ) Teor: de Schwars aj\,gz( = [gg(x’y)] (83) az [625} =0.

Procuremos os pontos criticos da fungdo g em R?, ou seja, se (z,w) € R?, temos

_ _ (99 99 (84) e (86) (. 5
(0,0)—vQ(z,w)—<az(z,w),aw(z,w)> < (62°,2w)
. 622 =0 . z=0
ou seja, , ou ainda:
2w=0 w=0

Logo o tinico ponto critico da fungdo g em R? é o ponto
Po =(0,0) .

Aplicarmos o teste do hessiano para classificar o ponto critico P,,.
Notemos que a matriz hessiana da fungdo em (x,y) € R?, serd dada por

02 0?
. ?%(Z,W) W%(X’U) (87),(22),(?7) (302" 0
Hessi(x,y) = | 5% 32 = 0o 2/
=2 (z,w) —F(x,y)
ow 0z ow?
4
logo hessg(z,w) = ‘3002 g‘ = 602",

Logo do teste do hessiano, aplicado ao ponto P, como

(90) e (88)

hessg(P,) 0,

logo nao podemos aplicar o teste do hessiano.
Notemos porém que, para (z,w) € R?, teremos:

gz, w) & 25 w2 >0=g(0,00 & g(p,),

10

(81)

(88)



portanto o ponto P, é um ponto de minimo local (na verdade, global) da fungéo g.
Logo, de (83), teremos:
x—y=0 ) x=2
, ou seja

80 82 83
fix,y) & x— )+ (y—22 @ w2 & gz w),

Como

e o ponto P, é um ponto de minimo local (na verdade, global) da fungdo g, segue que o ponto
Qo = (2,2) serd ponto de minimo local (na verdade, global) da funcéo f.

Exercicio 5:
Observemos que a fungdo a ser minimizada é funcdo distdncia de um ponto P = (x,y,z) a origem
P, =(0,0,0), isto é, a fungdo d: R x R x R — R, dada por

d(X,y) - d(P ) Po) visto na disciplina de:Geometria Analitica \/(X . 0)2 4 (y . 0)2 4 (Z . 0)2

= x2+y2:zz, para cada Pi(x,y,z)eRz, (91)

sujeita ao vinculo
{(X)y»Z)GA; Q(X)U)Z):O}) (92)

onde a funcdo g : R — R dada por
glx,y) =x+2y—z—4, para (x,y,z)eRz. (93)

Um fato importante a ser notado é que se o ponto P = (x,1y,z) € R? é um ponto que satisfaz o
vinculo (92) e minimiza a fungio d, entfo este mesmo ponto minimizard a fungdo f : R® — R, dada
por

f(x,y,z) = dz(x,y ,Z) (o) x? +yz —i—zz, para cada (x,y,z) € R3 (94)

restrita ao mesmo vinculo (92) e reciprocamente.
Logo basta encontrarmos o(s) ponto(s) de minimo da fungdo f, sujeita ao vinculo (92).
Esta observagdo facilitard os cédlculos das derivadas parciais, pois a fungdo f nédo envolve radicais.
Loogo, nosso problema, resume-se a encontrar o minimo global da fungdo f : R? — R, dada por

f(x,y,z) =x*+y®>+2z>, paracada (x,y,z)cR?, (95)
sujeita a ao vinculo
(93) _ 2
glx,y,z) = x+2y—z—4=0, paracada (x,y,z)eR". (96)

Observemos que as fungdes f e g, dadas pr (94) e (93), respectivamente, sdo de classe C*° em R3
(pois séo fungdes polinomiais).
Notemos também que, para cada (x,y,z) € R3, teremos:

of of of 94
Vf(x,y,z) = (ax(x)yyz)) ay(X)y’Z))aZ(X’y)Z)> (:) (ZX)ZU)ZZ) (97)
_ (99 99 99 (93) _
e Volewa) = (52xu2, 2z, 2,2 ) 02,0 20,00, (98)

11



para cada (x,y,z) € R3.
Logo, pelo Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pdgina 365 das notas de aula),
temos que um ponto

Py = (X0, Yoy Zo)

que satisfaz a condicdo de minimizar a fungéo f, restrita ao vinculo (96), devera satisfazer, para algum
Ao € R, as equagdes

(ZXO)ZQOZZO) :7\0 (] )2)_])

V(X0 ,Yo,r20) = Ao - V(X0 Yo, Zo)
Xo+2Yo—20—4=0

: 1 —0 , €, de (97), (98), (96), torna-se: {
9(Xo03yYoyZ0) =

X _ N _ Mo
2% = Ao °7 2 T
) 2y0 =22 Y= Yo = Ao
ou seja, , isto é Ao y ou Ao
Zo:_}\o 202_7 20:_7
Xo+2Yo—20—4=0 Ao (e — _4
2—1—27\0 2 4=0 ?\0—3
Lt
°T 6
Y ! (99)
J
L4
°T 6
L4
° 3

Afirmamos que no ponto

. 9) (4 4 4
Py = (Xoyyo>zo) (:) <6’3)_6> y

a fungdo f tem um de minimo, quando restrita ao vinculo (96).
A verficacdo deste fatos serd deixada com exercicio para o leitor.
Notemos, que a distdncia minima serd dada por

a2 2 _4yey 4
6’3 6) 9’

pois minimizamos a fungéo f = d?, sujeita ao vinculo g(x,y,z) = 0, completando a resolugio.

Exercicio 6:

Notemos que a funcdo f é continua em R? e o conjunto D é limitado e fechado.

Lodo de um resultado sabemos que a fungdo f tem mdaximo e minimo globais quando restrita ao
conjunto D.

Para encontrar os méximos e o minimo globais da fungéo f: R? — R, dada por

f(x,y) =y>—x*, paracada (x,y)e R? (100)

quando € restrita ao disco

Di{(x,y);(x—ﬂz—i-lfg]}. (101)
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precisamos encontrar o valor da fungdo f nos pontos criticos da mesma que estdo no interior do
conjunto D, ou seja, em

D={(x,y); (x =1+ 2 <1} (102)
e os valores de maximo e minimo da funcdo f quando restrita ao vinculo (que é a fronteira de D)

6D£{(x,y);(x—1)2+y2:1}. (103)

o
Encontremos os pontos criticos de f em D.

Para tanto notemos que, para (x,y) 66, temos

of
(0,0):Vf(x,y)=<a (x )y ) a (x y) ZX)ZU)
—2x=0 =0
logo , ou seja . (104)
2y=0 y=20

Notemos que o ponto critico da fungdo f

P, =(0,0) € oD (105)

logo, ndo existe ponto critico da funcio f pertencente ac conjunto 6

Desta forma o maximo e o minimo da fun¢do f dever & ocorrer em 9D.

Pa a encontrar os mdximos e minimos da fungdo f quando restrita ao vinculo (103), utilizaremos
o Teorema de multiplicadores de Lagrange para um vinculo (ou seja, Teorema 12.1.1, pigina 365 das
notas de aula).

Logo, nosso problema, resume-se a encontrar o minimo global da fungio f : R?> — R, dada por
(100) sujeita a ao vinculo

oD ={(x,y); g(x,y) =0}, (106)
onde g: R? — R, dada por
glx,y)=(x—1?+y*—1, paracada (x,y)eR>. (107)

Observemos que as fungdes f e g, dadas pr (100) e (107), respectivamente, sdo de classe C>° em
R? (pois sdo fungdes polinomiais).
Notemos também que, para cada (x,y,z) € R3, teremos:

vitx,u) = (geew), 5etow) 2 (-2x,29) (108)
e Vot = (52w 2y, ) P Re-n 2w A 0,0, (109)

para cada (x,y) # (1,0).
Logo, pelo Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pdgina 365 das notas de aula),
temos que um ponto

P0 = (Xo »yo)

13



que satisfaz a condigdo de minimizar a fungdo f, restrita ao vinculo (106), deverd satisfazer, para
algum A, € R, as equagdes

{Vf(xo yYo) = Ao - V(%0 ,Yo) (—2%0,2Yo) = Ao (2(x0 —1),2Yo)

, (108), (109), (106), (107), temos: {

g(x0,Yo) =0 (o =12 +y;—1=0
ou 8€ja, — Xo = Ao (X0 — 1), (110)
Yo = Ao Yo (111)
(xo —1)*+y2—1=0. (112)

Notemos que se
Yo =0, de (111), teremos: x, =0oux =2
e de (110), segue que: A, =0,

ou seja,

P1 = (0,0) ou Pz = (0,2) (113)

sdo pontos que satisfazes as condigbes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Por outro lado, se

—Xo =Xo — |

(o =124yl —1=0

Yo # 0, logo, de (111), teremos A, = 1 e (110), (112) tornar-se-do: {

Xo = 1 Xo = 1 !
0 — 5 0 — 5 Xo = —
ou seja 1 2 2 , ou 1 22 , , ou ainda, 10 % ,
<2—1> +ys—1= (2> +y;,—1=0 4+y0—1:0
.
° 2
logo: < Ao =1 (114)
V3 e V3
y] - 2 yz - 2
Logo os pontos
(1 V3 (1 V3
P3 = (2»2> e Py= (2)—2> ) (115)
satisfazem as condigbes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Notemos que
#(P1) "2 £(0,0) " 02 — 02 = 0, (116)

W) 0 )2 2 4

2 2
#(py) = (; , ?) = (;) - (?) =
V3

2
(115) 1_\@ (100) (1 2_ — 7_1
fPa) 7= f<z> z> - (2) 2 ) =

14
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Portanto podemos mostrar que a fungdo f tem mdaximo global em D no ponto P; = (0,0) (cujo a
valor é 0) e minimo global no ponto P, = (0,2) (cujo valor é —4).

Exercicio 7:
Sejam x,y,z € R tal que
x+y+z=120. (117)
Logo queremos maximizar o valor da fungdo f : R®> — R, dada por
f(x,y,z) =xy+xz+yz, paracada (x,y,z)eR3, (118)

gquando restrita ao vinculo

{(x,y,z) e R®; x +y+2z=120}. (119)
Notemos que se a fungéo g: R? — R, dada por
g(x,y,z) =x+y+2z—120, paracada (x,y,z)e€R>, (120)
entdo (119) tornar-se
{(x,y,2) € R*; g(x,y,2) = 0}. (121)

Para encontrar o maximo da fungdo f quando restrita ao vinculo (121) utilizaremos o Teorema do
multiplicador de Lagrange.

Observemos que as fungdes f e g, dadas pr (100) e (107), respectivamente, sdo de classe C*° em
R3 (pois sdo fungdes polinomiais).

Notemos também que, para cada (x,y,z) € R3, teremos:

[ of of of (118)
Vf(x,y,z)—(ax(x,y,z), y(x,y,z),az(x,y,z)> =" (y+z,x+z,x+y) (122)

0 0 0 120
e Volew2) = (52xua $00ya, 2iny,a) ) B0 20,001 (2)

Logo, pelo Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pdgina 365 das notas de aula),
temos que um ponto
Po = (X0, Yo 2o)
que satisfaz a condicdo de minimizar a fungdo f, restrita ao vinculo (120), deverd satisfazer, para
algum A, € R, as equacdes

Vf(xo, =NV
{ (%o Yo Zo) ) g(xo»yo Zo) , (122), (123)’ (120)’ temos:

9(%0,Yo,20) =0

Yo + Zo :)\0
(yo+Zo>X0+Zo>Xo+yo):}\0(1)151) . Xo + 2o = Ao
, ou seja, ,
Xo +Yo+20—120=0 Xo + Yo = Ao
Xo + Yo + 2o =120
Ao = 80
=40
assim : { ° . (124)

Yo =40
zo =40
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Logo
Py = (40,40,40) (125)

é o unico ponto que satisfaz as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Notemos que
£(Py) "2 £(40,40,40) "2 40 . 40 + 40 - 40 + 40 - 40 = 4800.

Portanto podemos mostrar que a fungio f tem mdaximo global quando restrita ao vinculo g no
ponto P, = (40,40,40) (cujo a valor é 4800) .

Exercicio 8:
Queremos encontrar x,y,z,w € (0, 00), satisfazendo

xyzw=a,

de modo que a soma
xX+y+z+w

seja o menor valor possivel.
Logo queremos maximizar o valor da fungéo f: R* — R, dada por

f(x,y,z,w)=x+y+z+w, paracada (x,y,z,w)eR*, (126)
quando restrita ao vinculo
{(x,y,z,w) e R*; xyzw = a}. (127)
Notemos que se a fungéo g : R* — R, dada por
g(x,y,z,w) =xyzw—a, paracada (x,y,z,w)eR?, (128)
entdo (127) tornar-se
((x,y,z,w) e R*; g(x,y,z,w) =0}. (129)

Para encontrar o maximo da fungdo f quando restrita ao vinculo (129) utilizaremos o Teorema do
multiplicador de Lagrange.

Observemos que as fungdes f e g, dadas por (126) e (128), respectivamente, sdo de classe C* em
R* (pois sdo fungdes polinomiais).

Notemos também que, para cada (x,y,z,w) € R?, teremos:

of of f of
Vi, u,2,) = (G100U,2 ), g0,z 5 %002, gy, 2 w)
a0, (130)
0 0 0 0
€ Vg(x)y)z)w) = <a)€(x)y)z)w)) z)lj(x)y)z))w))ag(x)y)z)w))av\g)(x)y)z)w))
(128)
="(yzw,xzw,xyw,xyz) # (0,0,0), (131)

pois x,y,z,w € (0,00).
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Logo, pelo Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pdgina 365 das notas de aula),
temos que um ponto

Py = (XO)UO)ZO)WO)

que satisfaz a condicdo de minimizar a fungdo f, restrita ao vinculo (120), deverd satisfazer, para
algum A, € R, as equagdes

, (130), (131), (128), temos:

V(X0 ,Yo Zo y Wo) = Ao - Vg(X0 , Yo Zo y Wo)
Q(Xo yYoyZo yWo) =0

1= Ao Yo 2o Wo

1,1,1,1) =A ZW,XZW , XYW,XYyz )
( ) = Mo (Y yw,xyz Louseia, {1 =Aoxoyowe s

1 = Ao Xo Zo Wo
{xoyozowo—a:O

1 =2A0%0Yo 2o

XoYoZoWo = @

assim : al . (132)

Logo
Po = (Va,Va, Va,Va) (133)

€ o unico ponto que satisfaz as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Notemos que

#(Po) " £ (Y, Va, ¥a, vVa) " F) Ya+ Ya+ Ya+ Ya=4 .

Portanto podemos mostrar que a fungdo f tem minimo global quando restrita ao vinculo g no

ponto P, = (V/a, V/a, v/a, V/a) (cujo a valor é 4 /a) .

Exercicio 9:
(a):

Logo queremos minimizar o valor da funcio que nos d4 a distancia de um ponto (x,y,z) € R3 até
a origem , ou seja, a fungdo d : R — R, dada por

d(x,y,z)i\/(x—0)2+(y—0)2+(z—0)2:\/x2+y2+zz, para cada (x,y,z) € R®, (134)
quando restrita ao vinculo
{((x,y,2) e R ; x2+ 2y — 22 =1}. (135)

Notemos que podemos considerar o mesmo problema acima trocando-se d pela fungio f = d?, ou
seja, f : R? — R, dada por

f(x,y,z) =x*4+y*+2*, paracada (x,y,z)eR3, (136)
Notemos que se a funcdo g : R — R, dada por

g(x,y,z) =x*+2y*—2z2—1, paracada (x,y,z)ecR3, (137)
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entdo (135) tornar-se
{(X,UJ)GRS;Q(X,U»Z):O}- (138)

Para encontrar o minimo da fungdo f quando restrita ao vinculo (137) utilizaremos o Teorema do
multiplicador de Lagrange.

Observemos que as fungdes f e g, dadas por (126) e (137), respectivamente, sdo de classe C*>® em
R3 (pois sio fungdes polinomiais).

Notemos também que, para cada (x,y,z) € R3, teremos:

of of of
Vf(x,y,z) = <(X>U>Z), *(XJJ»Z),*(X)U ,Z))

0x oy 0z
(129) (2x,2y,2z) (139)
_ (%9 99 99
e Voleua) = (52x,v2), §20y,2), S0y, 2)
" (2x,4y,-22) #(0,0,0), (140)

se (x,y,z) # (0,0,0).
Logo, pelo Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pdgina 365 das notas de aula),
temos que um ponto

Po = (%o yYo )Zo)

que satisfaz a condicdo de minimizar a fungdo f, restrita ao vinculo (138), deverd satisfazer, para
algum A, € R, as equagdes

\%i =XV
{ (X0 Yo 2o) o 9(Xo s Yo Zo) , (139), (140), (138), temos:

9(X0>UO)ZO) =0

2%Xo = 2A0 X0
(2%0,2Y0,220) = Ao (2%0,4Yo,—22,) . 2Yo =4A0Yo
5 R , ou seja, ,
Xg+2y;—2z5—1=0 2z = 2N 20
X2 +2y:—z2-1=0
Xo = Ao Xo
0227\0 o
ou {7 Y . (141)
Zo:_7\0:’30

X2 +2y2—2z2-1=0

Notemos que
Ao #0,

caso contrdrio das 3 primeiras equagdes acima teriamos
Xo =Yo =20 =0

que ndo satisfaz a 4.a equagéo.
Por outro lado, se

Xo # 0,
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da l.a equagdo teriamos
Ao =1.

Logo, substituindo-se este na 2.a e 3.a equagdes obteremos
Yo =20 =0
e, da 4.a equagdes teriamos
x§+2-02—02:1, ou seja x, = *1
Com isto teremos os pontos
Py =(-1,0,0) e P, =(1,0,0)

satisfazem as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Por outro lado, se

UO#Oa

da 2.a equagdo teriamos

Logo, substituindo-se este na 1.a e 3.a equagdes obteremos
Xo =20 =0

e, da 4.a equagdes teriamos

02 4+2y2—-0°=1, ouseja yo=+— =

=

Com isto teremos os pontos

Pgi <0,\26,0> € P4£ (0,?,0)

satisfazem as condigbes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Por outro lado, se

zo #0,

da 3.a equagdo teriamos
Ao =—1.

Logo, substituindo-se este na 1.a e 2.a equagdes obteremos
Xo =Yo =0
e, da 4.a equagdes teriamos

02 +20%— zf, =1, que é impossivel.
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Notemos que

f(P1) "2 £(=1,0,0) ) (c12 4 02 402 =1, (144)
f(Py) "2 £ (1,0,00 124 02y 02 =1, (145)
2
fpy 1) ¢ (o, V2 p) @ [ VZ) L T (146)
2 2 2
2
f(py) £ ¢ (o\f ,o) () g2 4 (‘f) +0% = % (147)

Portanto podemos mostrar que a fungdo f tem minimo global quando restrita ao vinculo g no

ponto P, = (V/a, v/a, Va, V/a) (cujo a valor é 4 {/a).

Logo os pontos de (135) que distam menos do ponto (0,0,0) sdo os pontos

P3 = <O>_\zﬁ)0> e Py= <O)_\zﬁao> )

. 1
cujo valor serd 7
A verificacio destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

(b):
Logo queremos minimizar o valor da fungdo que nos d4 a distancia de um ponto (x,y) € R? até a
origem , ou seja, a fungdo d : R® — R, dada por

dix,y) = \/(X_Xo)z +(y—yo)?, paracada (x,y)€R’, (148)
quando restrita ao vinculo
{(x,y)€R3;ax+by—c}. (149)

Notemos que podemos considerar o mesmo problema acima trocando-se d pela fungio f = d?, ou
seja, f: R? — R, dada por

fx,y) = (x —%0)* + (y —yo)*, paracada (x,y)eR?, (150)
Notemos que se a fungéo g: R? — R, dada por
g(x,y,z) =ax+by—c, paracada (x,y)e€R>, (151)
entdo (135) tornar-se
{(x,y) € R*; g(x,y) =0}. (152)

Para encontrar o minimo da fungdo f quando restrita ao vinculo (152) utilizaremos o Teorema do
multiplicador de Lagrange.

Observemos que as fungdes f e g, dadas por (150) e (151), respectivamente, sdo de classe C* em
R? (pois sdo fungdes polinomiais).
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Notemos também que, para cada (x,y) € R?, teremos:

vt = (g 3o 0w ) 2 20 xa) 20 va) (153)
e Vot = (520, 3200w) 2 a,v) £ 0,0) (154)

se (x,y) # (0,0).

Logo, pelo Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pdgina 365 das notas de aula),
temos que um ponto

Py = (x1,y1)

que satisfaz a condigdo de minimizar a fungdo f, restrita ao vinculo (152), deverd satisfazer, para
algum A1 € R, as equagbes

f —Ar-
{V (x1,y1) =Ar-Vg(xi,y1) , (153), (154), (152), temos:

g(x1,y1) =0

2(x1 —%) =M a

{(2(x1—x0),2(y1—yo)):)\1 (Cl,b) ou seja Z(U]_y )=Mb

ax+by—c=0

ax;+byy=c
2(axo+byo—c)
A = 2,12
2x1—alA =2%, a“+b b
ou {2y;—bA; =2y, ouainda < x;=x,+ alax 2++ ;JZO +¢) (155)
a
ax;+by;=c blaxe +byo —c)
Y=ot a? + b?
Logo o ponto
. alaxe +by, +c¢) blax, +by, —c)
Py = <x0 - e oy , (156)
satisfaz as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Notemos que
(156) alaxe + by, +¢) b(axo+by0—c)>
f(P1) =" %0+ yYo +
( 1) <0 a2—|-b2 Uo a2—|—b2
2 2
(150) alaxe + by, +c) } [ b(axe + by, + ¢) ]
=" %o + —Xo| + + —
[ ° a’ + b’ ° de a® + b? Jo
B a’(axe +byo +¢)?  b?(axe+by,+c)? _ (axo+by, + c)? (157)
(a? +b?)? (a+b?)? a’ +b? ’

logo o minimo da d = V/f, quando restrita ao vinculo (149), ocorrerd no ponto Py, dado por (157),
cujo valor serd

(157) (axo+byo+c)2 laxo +byo + ¢l
d(Py) = /f(Py) = = .
] 1 a® + b’ Va?+ b2

A verificagido destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
(c):

21



Precisamos minimizar a funcdo distdncia de um ponto P ao ponto P,, isto é, minimizar a fungéo
d:R3 — R, dada por

d(X,y ,Z) - d(P,PO) GeometriiAnalitica \/(X—Xo)z + (y _90)2 + (Z—Zo)z, para (X,y ,Z) c RS)
(158)
sujeita ao vinculo
{(X)U)Z)GRS;Q(X>U>Z):O}) (159)
onde a fungdo g : R> — R é dada por
g(x,y,z) =ax+by+cz+d, paracada (x,y,z)ecR>. (160)

Iremos minimizar a fungdo f : R?> — R, dada por

f(x,y,2) = d*(x,y,2) = (x —%0)* + (y —Yo)? + (z—20)*, paracada (x,y,z) €R}, (161)

sujeita ao vinculo (159).
Observemos que as fungdes f e g sdo de classe C* em R3 (pois sdo fungdes polinomiais).

Notemos também que, para (x,y,z) € R3, teremos:

of of of

Vf(xay>l)—<ax(x>yal)>ay(%y)l))az(xayl))

161

B (2 (x = %), 2(y — o), 2(z— 20)), (162)
€

_ g a9
Volx,y2) = (§200w,2), 3200u,2), 52002

aZ+b24c2#0
iab,e) £ (0,0,0). (163)

Logo podemos aplicar o Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pagina 365 das
notas de aula).

Neste caso, um ponto

P1 = (x1,Y1,21)

que satisfaz a condigdo de maximizar a fungdo f, restrita ao vinculo (159), deverd satisfazer, para
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algum A € R, as equagdes:

que, de (162) e

ou seja,

ou ainda,

isto é,

ou seja,

(163), é 0o mesmo que:

{
{

Vif(x1,y1,21) = A1 - Vg(x1,y1,21)

g(x1>Eﬂ )Z1) =0

(2()(1 *XO)>2(U1 *Uo)>2(21
ax;+byy+cz;+d=0
2(x1 —%0) =AM a

2(y1—yo) =Mb

2(z1 —z) =M C ’

ax;+by;+czi+d=0

7\1(1
X1 =5+ %
AMb
Yyr=—5-+Y
)
7\10
Z1 7T+Z0

axi+by;+cz1+d=0
)\1(1

X1

Y1 =

Z1 =

:7+XO

2

Ab
7+yo

2

}\]C
— + 2o

2

Zo))

:}\1 (a,b,c),

(164)

A
71 (a2+b2+cz)—I—axo+by0+czo+d:0

)\1(1
7+XO

X1 =

Y1 =

Z1 =

2

Ab
7+yo

2

}\]C
— + 2o

Ao

2
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axe,+byo+czo+d
a?+br+¢?
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a2x0+abyo+acz0—|—ad

X1 = Xo

a’+b’+c?
2
isto §, y1=yo—baxo+gy°jbcz7‘°+bd )
a-+b"+c
zZ1 = Z _CaXO+beO+szo+Cd
1 0 a2+b2+cz
X b(bxo_ay0)+c(cxo_azo)—ad
‘I:
a’ + b’ +c?
—b _b b
ou Seja, Yy = a(ayo X0)2+C£C1Joz ZO) d
a-+b +c
z a(azo_cxo)+b(b20—cy0)—cd
]:

a?+b+c?
Mostremos que, no ponto
Py = (x1,Y1,21),

a fungdo f tem um minimo global, quando restrita ao vinculo (159).
De fato, pois a fungio no possui maximo, quando restrita ao vinculo (159) e temos

161
f(x,y,z) (:)Xz—i-yz—i-zz >0, para (x,y,z)€ R3.

Além disso, a distdncia do ponto
Po = (X0, Yo, Zo)

ao plano
ax+by+cz+d=0,

serd dada por:

(161) 2 2 2 )\12 2 7\12 2 7\12 2
f(x1,y1,21) =" | (X1 —=%)"+ (Y1 —Yo) + (21 —20) " =1/ —a "+ — b+ —c
(164)Aq a (164) A1 b (164)A; ¢
- 2 - T2 - 2

A (o) = G ) e b ez v d)
4 2 Va2 + b4 c?

que é a férmula conhecida da distdncia de um ponto
Po = (X0, Yo, Zo)
a um plano que possui equagio geral dada por

ax+by+cz+d=0,
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visto na disciplina de Geometria Analitica.

Exercicio 10:

(a):

Precisamos encontrar os extremo da funcio

f(x,y) =xy, para (x,y) € R?, (166)
sujeita ao vinculo
{(X>U)€R2§9(X,H)=O}» (167)
onde a fungdo g : R? — R é dada por
gx,y) =x+y—1, paracada (x,y)ecR?. (168)

Observemos que as fungdes f e g sdo de classe C* em R? (pois sdo fungbes polinomiais).
Notemos também que, para (x,y) € R?, teremos:

Vf(x,y)z(af(x,y) af(x,y)>

0x ’ dy
0y, %), (169)
e
Vo) = (F20x,ul, $20x,v))
U5 (1, 1)2(0,0). (170)

Logo podemos aplicar o Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pigina 365 das
notas de aula).

Neste caso, um ponto
PO = (X'O )yO)
que satisfaz a condigdo de ser extremo da funcgéo f, restrita ao vinculo (167), deverd satisfazer, para
algum A € R, as equagdes:
{Vf(xo )yo) = )\0 ’ vg(xo »yo)
9(Xo,Yo) =0

=N (1,1
que, de (169), (170) e (167), é o mesmo que: {(yo Xo) = 2o (1,1),

Xo+Yo—1=0
1
UO - 2
Yo :7\0 Yo :7\0 1
ou seja, < Xo = Ao , ouainda, < x, =A, ou, < x,= 3 (171)
Xo+Yo—1=0 Ao+A—1=0
1
Ao = >
Logo o ponto
(11
P (33) (172)
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satisfaz as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Notemos que
f(p,) ) ¢ <1 1) (es) 1 1 _

Logo se P = (x,y) satisfaz (167), teremos

e 1 1 1 1\?
£(P) — £(Pg) M2 sy ) o = (x—) <o,

ou seja, f(P) < f(Py),

(173)

se P = (x,y) satisfaz (167), ou seja, a funcdo f tem mdximo global quando restrita ao vinculo (167)

1
no ponto P, = <

2°2)
(b):
Precisamos encontrar os extremo da funcio
fx,y) =x* +y?, para (x,y) € R?, (174)
sujeita ao vinculo
{(x,y) € R*; g(x,y) =0}, (175)

onde a funcdo g : R? — R ¢ dada por
g(x,y) =3x+2y—6, paracada (x,y)eR>. (176)

Observemos que as fungdes f e g sdo de classe C* em R? (pois sdo fungdes polinomiais).
Notemos também que, para (x,y) € R?, teremos:

vt w) = (genw, gitow) 2, 2u), (1)
€
vaix,y) = (3200w, $20xul) (3, 21240,0). (178)

Logo podemos aplicar o Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pagina 365 das
notas de aula).
Neste caso, um ponto
Py = (%o »yo)
que satisfaz a condigdo de ser extremo da funcdo f, restrita ao vinculo (175), deverd satisfazer, para
algum A € R, as equagdes:

{Vf(xo>yo) :)\O'VQ(X0>UO) (2X0>zyo) = Ao (3,2),

que, de (177), (178) e (175), é o mesmo que: {

g(x0,Yo) =0 3% +2Yyo—6=0
L %18
3 ° 2 13
2X0:37\0 oni}\o 1
ou seja, {2y, =2A, , ouainda, {y,=2A, ou, {y,= 3
3% +2Yo—6=0 3%?\0+2?\0—6:0
b= 12
° 13
(179)
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Logo o ponto

(18 12
P°—<1sw3>

satisfaz as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.

Notemos que
(180) , (18 12\ (ra) (18\* [12\® 468
f(Po) "= f(13’13 = \13) "\33) T1e

Logo se P = (x,y) satisfaz (175), teremos

2
(175) e (181) 2 = 468 (75) 2 (6 3X) 468

f(P) — £(Po) I 5 ~ 1o

(180)

(181)

C13x2—36x+36 468  2197x% — 6084 x + 6084 — 1872 21972 — 6084 x + 4212

4 169 676 676

_ 1 e08aNE
T 676 \* T a391) =

ou seja, f(P) > f(Py),

se P = (x,y) satisfaz (167), ou seja, a fungdo f tem minimo global quando restrita ao vinculo (175)

no ponto P ;<]8 12
c—\13°13)

(c):

Precisamos encontrar os extremos da funcio
fx,y) =x* +y?, para (x,y) € R?,

sujeita ao vinculo
{(x,y) € R*; g(x,y) =0},

onde a fungdo g : R? — R é dada por

2 2
. X
Q(X)U)ZE‘Fyf 1)

vl para cada (x,y) € R?.

Observemos que as fungdes f e g sdo de classe C* em R? (pois sdo fungdes polinomiais).
Notemos também que, para (x,y) € R?, teremos:

of of 182
vt w) = (grew 5o00w) 2 2k, 2u),

€
_ (% 99 (188 (2x 2y
Vo) = (300w, $20u) B (5 38) 20,0,

pois (0,0) ndo pertence ai conjunto (183).

(182)

(183)

(184)

(185)

(186)

Logo podemos aplicar o Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pdgina 365 das

notas de aula).
Neste caso, um ponto

Po = (X0, Yo)
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que satisfaz a condigdo de ser extremo da funcdo f, restrita ao vinculo (183), deverd satisfazer, para
algum A € R, as equagdes:

2%o 2Yo
Vi(x = Ao - Vg(x (2%0,2Yo) = Ao <z»z )
(X0, Yol =20 -Vglxosyo) e (185), (186) e (183), nos da: ., a? b
9(X0>UO):O X—+y—*120
a? bl
_ Mo
Xo o2 Xo
ou seja _ o (187)
18, (Yo = 12 Yo .
L% + % — 1=
a? b2
Se
Xo =0
substituindo-se este valor na 3.a equacio, segue que
Y2
b—?—] =0, logo Y2 =b%, ouseja,y;=—bey,=b,
obtendo-se os pontos
P; =(0,-b) e P, =(0,b) (188)
satisfazem as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Se
Yo =0
substituindo-se este valor na 3.a equacio, segue que
XZ 2 2 .
a—3—1 =0, logo x; =a“, ouseja, xj=—aex;=a,
obtendo-se os pontos
P; =(-a,0) e P, =(a,0) (189)

satisfazem as condigbes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Notemos que se

Xo £ 0
substituindo-se este valor na 1.a equagéo, teriamos

7\0:a2

e substituindo-se este na 2.a equagéo

a?

Yo = 2 Yo
~—~
#1, pois a>b>0
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0 que é impossivel.

De modo semelhante podemos mostrar que y, # 0 também dard origem um absurdo.

Portanto os pontos P;, P2, P3 e P4, dados por (188) e (189) sdo os tinicos pontos que satisfazem as
condicdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.

Notemos que

(188) (182)

f(P1) "= £(0,—b) "= 0%+ (—b)* =b?, (190)
() 2 £(0,1) " 07 1 b2 = b2, (191)
£(P3) ¢ (—a,00 " (Ca? 402 = &2, (192)
£(Po) 2 £ (a,0) ") (a2 4 02 = 2, (193)
Logo se P = (x,y) satisfaz (183), teremos
F(P) — £(py) PP 2y 2 52 (552 4 2 (1 - ’(i) T L ‘f) e,
ou seja, f(P) > f(Py) (194)
e, de modo andlogo,
£(P) — f(Py) DLWV 2 2 2 82 2 <1 - ’;) I L ‘a‘iz) e,
ou seja, f(P) > f(P;) (195)

Portanto a funcdo f tem minimo global quando restrita ao vinculo (183) nos pontos Py = (0, —b)
€ Pz = (0 y b) .
Por outro lado se P = (x,y) satisfaz (183), teremos

° 2 b2 — a?) x? 2>b?
£(P) — f(Py) PPHZE 2 2 2 ) 2 <1 - gz) 2 —ad= (az) <o,
ou seja, f(P) < f(P3) (196)
e, de modo andlogo,
e 2 b% — a?) x? a?>p?
f(P) —f(P4) (182) 2 (192) 2 +y*—ad’ (89 2 (11— yﬁ +yt—at= ( 7 ) y
b a
ou seja, f(P) < f(P4) (197)

Portanto a fungdo f tem maximo global quando restrita ao vinculo (183) nos pontos P; = (—a,0) e
P4 = (a,O) .

Exercicio 11:
Precisamos encontrar os extremos da funcéo

f(x,y) =xy, para (x,y) € R?, (198)

sujeita ao vinculo
{(x,y) € R?; g(x,y) =0}, (199)
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onde a funcdo g : R? — R ¢ dada por
gix,y) =x?+2y*—1, paracada (x,y)eRZ2. (200)

Observemos que as fungées f e g sdo de classe C>® em R? (pois sdo fungdes polinomiais).

Notemos também que, para (x,y) € R?, teremos:

vt w) = (5w, ge00w) 2, v, (201)
€

og 0g (200)
Vo) = (3200w, $20xul) 2 (2x,44) 200,0), (202)

pois (0,0) ndo pertence ai conjunto (199).

Logo podemos aplicar o Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pagina 365 das
notas de aula).

Neste caso, um ponto

Po = (%o »Uo)

que satisfaz a condigdo de ser extremo da funcdo f, restrita ao vinculo (199), deverd satisfazer, para
algum A € R, as equagdes:

{Vf(xo ' Yo) = Ao - Vg(Xo, Yo) (Yo, Xo) = Ao (2%0,4Yo)

que, de (201), (202) e (199), nos d&: {

9(x0,Yo) =0 Xg)"i_zyg_]:()
Yo :2}\07‘0
ou seja, < xo =4AYo . (203)

X2+2yi-1=0

Se
Xo =0
substituindo-se este valor na 1.a equacgio, segue que
Yo = 0)

e 0 ponto (xo,Yo) = (0,0) néo satisfaz ao vinculo (199), portanto x, # 0.

De modo andlogo, pode-se mostrar que

Yo # 0.
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Logo, como X, ,Y, # 0, (203) tornar-se-4:

Yo _ ), =X
2%, 0 4y, (a2 =222 . 2ys =%}
ou seja, 5 ) ou ainda, 5 5
Xg+2ys—1=0 2y; =1-—x;
X2 +2y2—-1=0
2 2
. Zy% = xg zyo = X0
assim 5 5 ,logo V2 N/
XOZ]—XO X]=—— 0u X = —
2 2
1 1
] Y1 = —E ou Yy = E
ou seja, V2 N (204)
X] - —7 ou Xz — 7
com isto temos que os pontos
2 1
P (—2,—2> : (205)
V2 o1
P, (2 5] (206)
V2 o1
P3 (2 3_5 ) (207)
V2 1
Py (2 5 (208)

sdo os Unicos pontos que satisfazem as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Notemos que

f(py) @ ¢ (\f)l) (198) <—;ﬁ> (;) _ \f, (209)
(YD (YL o
£(Ps) (207) (_ﬁ)_;) (198) <\f> <_;> _ _‘f) (211)

2
21 2 1 2
f(py) 2 ¢ —i,f ase) (VZ) (1) _vZ (212)
272 2 2 4
Logo podemos mostrar que a fungdo f tem minimo global quando restrita ao vinculo (199) nos

(V2 (V2
pontOS PZ — <—2 y z e P3 — 7 )—E .

Por outro lado a fungdo f tem mdximo global quando restrita ao vinculo (199) nos pontos P; =

V2 1 (V2
—— = ]ePs=|—,—<2
272 2 2

A verificagido destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Exercicio 12:
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Notemos que a drea de um cilindro circular reto, com base e sem tampa, cujo raio da base é r > 0
e altura h > 0, que indicaremos por A : (0,00) x (0,00) — R, serd dada por

A(r,h) =2nrh+nr?, paracada (r,h)e (0,00) x (0,00). (213)

A figura abaixo ilustram o porque do valor encontrado acima:

Sabemos que o volume do sélido que tem o cilindro como superficie é dado por
V=mnr’h. (214)
Se considerarmos a fungdo V: (0, 00) x (0,00) — R édada por
V(r,h) =nr*h— 8000, paracada (r,h)e€ (0,00) x (0,00). (215)
nosso problema torna-se encontrar minimo da fungio A sujeita ao vinculo
{(ryh); V(r,h) =0}. (216)
Observemos que as fungdes A e V sdo de classe C* em (0, 00) x (0,00) (pois sdo fungbes polino-

miais).
Notemos também que, para (r,h) € (0,00) x (0,00), teremos:

VA ) = (220 n), Pan) ) 2aht2nr, 200), (217)
or oh
€
[0V ov (215) 5
VV(r,h)_(ar(r)h),ah(r)h)) = (27rrh,7tr)7é(0,0), (218)

pois (0,0) ndo pertence ai conjunto (216).

Logo podemos aplicar o Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pagina 365 das
notas de aula).

Neste caso, um ponto

Py = (10, ho)
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que satisfaz a condigdo de ser extremo da fungdo A, restrita ao vinculo (216), deverd satisfazer, para
algum A € R, as equagdes:

VA(To,ho) =Ao - VV(15,h,
{ (to,ho) ) (1o, o) que, de (217), (218) e (216), nos da:

V(ro,h) =0
27thy + 271 = 2A0 Tt Oy

(2the + 27Ty, 27Ty) = Ao (27rro ho ,ﬁrg) ,

, ou seja, < 27Ty, = }\Onrg
nrghy —8000 =0

712 he — 8000 = 0

2
Mo + To = Ao To ho Ro + 7o = 1= To o et —h
— o — 0
2
2 o= -
ou ainda, (1, > 0) {2 =2oTo ou, (Ao = . ou, To
o
8000
hy = 200 8000 ho =3
Ty ho = 5 o
7'[1‘0
. _ /80007
°n
ou, {p, = v8000m™ (219)
s
A — 27
® /8000

com isto temos que o ponto

0= T (220)

b - <\/80007t \/80007r>

€ o unico ponto que satisfaz as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
Notemos que

A(Py) (220) (\/80007‘[ \/80007t> (213)

) ="2

us us us Tt us

2
8000 7t +/3000 /3000
Y8000 V8000 | (“) — 24000, (221)

Logo podemos mostrar que a fungdo A tem minimo global quando restrita ao vinculo (216) no
. (/80007 /80007
ponto P, = , .
T T

A verificacdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Exercicio 13:

Semelhante ao Exercicio 12.

A funcio que nos fornece a drea da superficie do cilindro reto, cujo raio da base é r > 0 e altura
h > 0, com base e tampa, que indicaremos por A : (0,00) x (0,00) — R, serd dada por

A(r,h) =2nrh+2nr?, paracada (r,h)e (0,00) x (0,00). (222)
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e se considerarmos a fungdo V: (0,00) x (0,00) — R édada por
V(r,h) =nr’h—16mn, paracada (r,h) € (0,00) % (0,00).

nosso problema torna-se encontrar minimo da funcio A sujeita ao vinculo

Exercicio 14:

{(ryh); V(r,h) =0}.

(223)

(224)

Sejam Py, Py, P3,P4,P5,Ps, Py, Psg 0s vértices do paralelepipedo retdngulo que pertencem a esfera

unitdria centrada na origem.

A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.

Notemos que do fato do paralelepipedo ser retdngulo e seus vértices pertencerem a esfera unitdria
centrada na origem, que é simétrica em relagdo ao todos os planos coordenados (a saber, xOy, xOz e

yOz), se

da simetria (veja figura acima) teremos:

Pr=(x,y,2)
Py =(x,—y,z2),
P; = (—x,—y,z),
Py =(—x,y,2),
Ps = (x,y,—z),
Pe = (x,—y,—z),
P; =(—x,y,—z),
Pg = (—x,—y,—z)

(225)



Logo, para cada (x,y,z) € [0,00) x[0,00) X [0, 0), 0 volume do paralelepipedo relativo ao vértice
P; = (x,y,z) serd:

V(x,y,z) =(2x)(2y) (2z) =8xyz. (233)
Logo se g : R? — R, dada por
gix,y,z) =x*+y*+2z2—1, paracada (x,y,z) € [0,00) x [0,00) X [0,00) (234)
entdo a esfera de centro na origem e raio unitdrio serd
{(x,y,2) € (0,00) x (0,00) x (0,00); g(x,y,2) = 0}. (235)

Portanto basta encontrar o maximo da fungdo V restrita ao vinculo (235).

Observemos que as fungles V e g sdo de classe C* em (0, 00) x (0,00) x (0, 00) (pois sdo fungdes
polinomiais). a

Notemos também que, para (x,y,z) € (0,00) x (0,00) x (0,00), teremos:

o\ oV A\
VV(X>U)Z) - <aX(X)y)Z)) @(Xﬂj)z)) az(x>yz)>
(23) (8yz, 8xz, 8xy), (236)
e
_ (99 9g 99
Vaix,y,2) = (§200y,2), 320,u,2), $ 00,20 )
263
) (2x,2v,22)#(0,0,0), (237)

pois o ponto (0,0,0) ndo pertence a esfera unitaria de centro na origem
Logo podemos aplicar o Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pigina 365 das
notas de aula).

Neste caso, um ponto

Py = (Xoayo>zo) € (ano)s

que satisfaz a condigdo de maximizar a fungdo f, restrita ao vinculo (159), deverd satisfazer, para
algum A € R, as equagdes:

VV(x1,y1,21) = M - Vg(x1,yY1,21)
g(x1,y1,21) =0
(SyOZO) 8onoy Sxoyo) :)\o (ZXmZUo»ZZo)»

que, de (236) e (237), é o mesmo que: P
Xo+yo+zo_] =0

8Yo 2o = Ao 2%, 4Yozo = Ao Xo

ou seja, Yo Zo o~ Ho , ou ou seja, Yo Zo oo . (238)
8%Xo Yo =A0220 4%0Yo = Ao 2o
X24+yi+z2-1=0 X2 +yri+z22—-1=0

Notemos que se



das 3.as primeiras equagdes de (238) teriamos
Xo =Yo =20 =0
e o ponto (0,0,0) ndo pertence a esfera de centro na origem e raio unitario, logo devemos ter

Ao 70,

Se

Xo =0
das 2.a e 3.a equagbes de (238) teriamos
Yo =20 =0

e novamente, sabemos que Além disso, se o ponto (0,0,0) ndo pertence a esfera de centro na origem
e raio unitario, logo devemos ter

Xo >0,

De modo semelhante mostra-se que
Yo,2Z0 > 0.

Logo
XoyYoyZo > 0.

Logo (238) tornar-se-a

4110202}\0

4xoozo A 4yozo  4x0zo  4%0Yo A

Yo e ou seja, Xo Yo ze 0 ,
4X°y°:)\0 x§+y§+z§—1:o

Zo

X2 +yi+2z2—-1=0

2 2
Yo Zo = X5 Zo
YoZo  XoZo _ XoYo

= = =A 22 — 52
ou ainda, Xo Yo Zo ° , isto €, Jo ; OU; )
Xg+ys+2z5—1=0. XoZh = Xo Y}
Xt +ys+z2—1=0

U%:X% oné’

22 =x2 /3
mas Xoy Yoy Zo 7& O; 5 5 , na verdade, Xoy Yoy Zo > 0: Yo = ?’

Zs = Yo \/g

X2 +y:+z2—1=0 zo=3,
Logo o ponto

. (V3 V3 V3
el T )

serd o unico ponto que satisfaz as condigdes do Teorema do multiplicador de Lagrange.
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Desta forma, de (225) até (232), teremos que vértices do paralelepipedo retdngulo de volume
méximo, que pertencem a esfera unitdria centrada na origem serdo

poo (V3 V3 V3

1= 3>3a3 )
poo (V3 V3 V3
2= 3)3)3)
poo [ V3 V3 V3
3= 3a3)3>
poo (V3 V3 V3

4 = 3a3)3)
poo (V3 V3 V3
5= 3)3a3)
poo (V3 V3 V3
6 — 3)3)3)
poo [ V3 V3 V3
7 = 3a3)3 .
poo (V3 V3 V3
8 — 3)3)3a

A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Exercicio 15:
Temos que encontrar os extremos da fungdo f: R® — R, dada por

f(x,y,z) =x*yz+1, paracada (x,y,z)eR3, (239)
restrita a interseccdo do plano

z=1, (240)
com a esfera x* +y*+22 =10. (241)

Notemos que se considerarmos as fungbes g,h : R®> — R, dada por

glx,y,z) =z—1, (242)
e hix,y,z) =x*+y*+22—10, paracada (x,y,z)eR>, (243)

entdo precisamos encontrar os extremos da fungéo f restritas aos vinculos

{(X,U»Z)€R3§9(X>U>Z)=O}> (244)
€ {(x,y,z)€R3;h(x,y,z):O}, (245)

Para tanto utilizaremos o Teorema de multiplicadores de Lagrange para dois vinculos (veja o
Teorema 13.1.1, pagina 383 das notas de aula).
Notemos que as fungdes f, g, h sdo de classe C* em R3 (pois sdo fungdes polinomiais).
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Além disso, se (x,y,z) € R3, teremos

af of of (239)

flew2) = (G2, gotey ), gzl ) 2 2xya iz oty), ()
0 0 (242)

X,Y,2z) <ag XyY,Z alj(X,y»Z)) ag(x»y>z)> = (0,0,1), (247)
ah oh oh (243)

X 'Y Z <a XyY, Z ) ay (X Y, )) az(x)y’z)> - (ZX’ZU’ZZ)' (248)

Neste caso, um ponto
Py = (%o yYo yZo) € (0300)3

que satisfaz a condigdo de maximizar a fungéo f, restrita aoS vinculos (244) e (245), deverdo existir
Ao,y Mo € R, tal que:

V(X0 Yo,20) = Ao - VG(Xo0,Yo s 2Z0) + Ho - VR(X0, Yo, Zo)
9(Xo,Yo,20) =0
h(Xo,Yo,20) =0

e, de (246), (247), (248), (244) e (245), teremos:

ZXoyozo = Wo 2 X0

(2%0 Yo Zoy X§ Zo s Xg Yo) = Ao (0,0,1) + o (2%0,2Y0,220) X3 2o = 1o 2Yo
zo =1 ou seja ngo =X+ Ho 2z, y
X2 +yi+2z2-10=0 Zo =1
X2 +y2+2z2-10=0
Xo Yo = Ho Xo
X(Z) :zuoyo
comozo =1 <2y, =Ao+21, - (249)
Zo =1
X2 +yt—9=0

Notemos que se

Xo =0,
na 5.a equagdo teremos
Oz—i—yo 9=0, logoyr=—-3 e y=3
ou seja, os pontos
Py =(0,-3,1) e P1=(0,3,1) (250)

satisfazem as condigbes do Teorema dos multiplicadores de Lagrange.
Se

Xo # 0
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(249) tornar-se-a

Yo = Ho Yo = Ho Yo = Ho
Xg:zuoyo Xézzyg Xézzyé
ngo:?\o‘i‘z}io , ou X%yo:)\o‘i’zyo y ou ngo=7\0+2yo )
Zo:] ZOZ] Z():]
X2 +y3—9=0 X3 +yi—9=0 2yl +yi—9=0
Yo = Ho Uo:liof
6
XO::t\/iyO XO::IZT
ou { %Yo =RoF2Uo | ou {x2y, = Ao +2vo
zo =1 zo =1
o=+ Y3 V3
3 Yo = 3

ou seja, os pontos

satisfazem as condigdes do Teorema dos multiplicadores de Lagrange.
Notemos que

(250)

f(P) 2 £(0,-3,1) &

02.(=3)-14+1=1,

f(Py) 2 £00,3,1) 02314121,

(Ps) 232f( ve V3 )239 (—‘@)2(—‘@)-1 1= 1_2;[

(239)

3 3 3 3
(252) V6 V3 )\ () [ V6 ' (V3 . 2V3
a0 (.8 () (B 28
2
f(ps) 2 ¢ (—\/g,—‘@J) (259) <¢g> - <—‘[3) 1 41=1 —M
3 3 3 3
(252) . (V6 V3 )\ (239) [ V6 P (V3 2V3
(.80 () (2) 1128
Como
23 23

‘—T <1< 1+T

Portanto pode-se mostrar que a funcdo f tem mdaximo quando restrita aos vinculos (244)

nos pontos
Ve V3 . (Ve V3
P4—<‘3>3 Here={53!
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e tem minimo quando restrita aos vinculos (244) e (245) nos pontos

P3£ <_\/_g)_£)1> € P4£ (ﬁ)_ﬁ

3 3 3

Deixaremos a verificagido destes fatos como exercicios para o leitor.

Exercicio 16:
E semelhante ao Exercicio 14.

Notemos que se Py, P, P3, P4, Ps5,Pg, P7, Pg os vértices do paralelepipedo retangulo que pertencem

ao elipséide

2

6

Notemos que do fato do paralelepipedo ser retadngulo e seus vértices pertencerem a esfera unitaria
centrada na origem, que é simétrica em relagdo ao todos os planos coordenados (a saber, xOy, xOz e

yOz), se
Pl = (X Y )Z)
da simetria (veja figura acima) teremos:
Py = (Xv_y )Z)v
P3 = (—X,—U )Z))
Py = (_X)y )Z) )
P5 (va >_Z) )
P6 = (X)_y>_z))
(
(

(254)



Logo, para cada (x,y,z) € (0,00) x (0,00) x (0,00), 0 volume do paralelepipedo relativo ao
vértice Py = (x,y,z) serd:

Vix,y,2) = (2%) (2y) (22) = 8xyz. (262)

Logo se g : R — R, dada por
X2 2 2

9x,y,2) =5 + -+ 3, paracada [x,y,2) € (0,00 x (0,00) x (0,00)  (263)
entdo o elipsdide em questdo serd
{(x,y,2) € (0,00) x (0,00) x (0,00); g(x,y,z) =0}. (264)

Portanto basta encontrar o maximo da fungéo V restrita ao vinculo (264), assim podemos aplicar
o Teorema do multiplicador de Lagrange para um vinculo.

Exercicio 17:

Sejam x,y,z € (0,00) as dimensbes de uma caixa fechada (ou seja, com tampa) em forma de um
paralelepipedo retangulo.

A figura abaixo ilustra a situacio descrita acima.

Consideremos a fungio V : (0,00) x (0,00) x (0,00) — R, dada por
V(x,y,z) =xyz, paracada (x,y,z)€ (0,00) x (0,00) x (0,00), (265)

que nos fornece o volume do paralelepipedo retdngulo cujas dimensdes sdo x,y,z, como na figura
acima.
Notemos que a fungdo que nos fornece a area lateral do paralelepipedo retangulo cujas dimensées

sdo x,y,z (figura acima), indicada por A;: (0,00) x (0,00) x (0,00) — R, serd dada por
Au(x,y,z)£2xz, (266)
Aup(x,y,z) =2yz, paracada (x,y,z)€ (0,00) x (0,00) x (0,00), (267)

e a funcdo que nos fornece as dreas das base e da tampa do paralelepipedo retdngulo cujas dimensées

sdo x,y,z (figura acima), indicada por Ay, A : (0,00) x (0,00) x (0,00) — R, serd dada por
Ab(xﬂ:l)z)izxy) (268)
A¢(x,y,z) =2xy, paracada (x,y,z)€ (0,00) % (0,00) % (0,00). (269)
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Portanto a funcio que ird descrever o custo para a construcio da caixa em forma de paralelepipedo
retdngulo cujas dimensdes sdo x,y,z (figura acima), indicada por C: (0,00) x (0,00) X (0,00) — R,
dada por

C(X)y )Z) = 6AU (X)y )Z) + 4A12(X>U )Z) + 3Ab(X)U aZ) + 3At(x)y aZ) (266)’(2674268)’(269)

=(12xz)+ (8yz)+ 3xy) + (3xy)
=12xz+8yz+6xy, paracada (x,y,z)€ (0,00)x (0,00) x (0,00). (270)

Notemos que queremos minimizar a fungdo custo C, satisfazendo o vinculo

{(x,y,z);V(x,y,z) :30} (271)
Observemos que as fungdes V e C séo de classe C* em (0, 00) x (0,00) x (0, 00) (pois sdo fungdes
polinomiais).
Notemos também que, para (x,y,z) € (0,00) x (0,00) x (0,00), teremos:
oC oC oC (270)
VCly,2) = (G2, Soioun), 5wzl ) T (1224 6y 824 6x, 12004 8),

(272)
ov ov ov 265

e TVOy,2) = (e teoy,z), 5 00w, 5 0wz ) 2z ez ) £0,0,0, (73)

pois (0,0,0) ndo pertence ao conjunto (271).
Logo podemos aplicar o Teorema do multiplicador de Lagrange (Teorema 12.1.1, pagina 365 das
notas de aula).
Neste caso, um ponto
Py = (%o yYo Zo) € (O>OO)3

que satisfaz a condigdo de ser extremo da fungdo C, restrita ao vinculo (271), deverd satisfazer, para
algum A € R, as equagdes:

{ (X0, Yo » Zo) = Ao (X0, Yo Zo) que, de (272), (273) e (265), nos da:

V(Xo yYo )Zo) =30

(1226 +6Yo,820 +6%0,12%0 +8Yo) = Ao (Yo Zo y X0 Zo y Xo Yo ) »
Xo Yo Zo = 30

122, + 6Yo = Ao Yo Zo
8 6% = A

ou seja, Fo ¥ OXo = AoXoZo . (274)
12%0 +8Yo = Ao X0 Yo

Xo Yo Zo = 30

Resolvendo o sistema acima obtemos o ponto P, = (X, , Yo, 2o) € (0, 00)3 serd o ponto que satisfaz

as condicdes do Teorema do multiplicador de Lagrange, que podemos mostrar que é o ponto procurado.
Deixaremos como exercicio para o leitor completar os detalhes das contas.

Exercicio 18:

Notemos que se f: [O, Tﬂ X {0 , g] — R? é dada por

f(x,y) = sen(x) + sen(y) + sen(x +vy), paracada (x,y)€ [O,g] (275)
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s
como a funcio f é continua e o conjunto [O, ﬂ é limitado e fechado, sabemos que a fungdo f terd

. . s
extremos globais no conjunto [O, ﬂ.
Para encontrar tais pontos, faremos o seguinte:

" ~ . . . T T .
1. encontremos os pontos criticos da fungdo f no interior do conjunto {O, ﬂ X [0, —}, ou seja, que

(0.3) < (0:3):

2. encontremos os extremos da funcdo f quando restrita a fronteira do conjunto [O , g} X [O, T—[},

o b T30 b oo w0 3 (3)-

pertencem ao conjunto

ou seja

A figura abaixo ilustra a situacdo o conjunto é dado por:

et -3

(0,0) ('

©l
~
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e a figura abaixo ilustra a situacdo da fronteira é dado por:

(0.0) (% , ())

O maior valor da funcdo nos pontos obtidos nos itens acima serd o0 mdximo da fungdo f no conjunto

T T . . . . . L. x
0, 5 x |0, 5 e o menor valor da funcio nos pontos obtidos nos itens acima serd o minimo da fungéo

f no conjunto [O,%} X [O,g}.
Para o item 1., basta encontrar os pontos onde a funcio gradiente de f se anula, que pertencem

ao conjunto <O,§> X <O’§>’ ou seja, (x,y) € (0,%[) X (0,;), tal que
0x

. cos(x) +cos(x +y) =0
ou seja,
cos(y) +cos(x+y) =0

(0,0) = Vf(x,y) = (af(x,y), g(x,y)) ) (cos(x) + coslx +y) , cos(y) + cos(x + )

(276)

Deixaremos a resolugdo como exercicios para o leitor.
u . . . . . ) T
Obtendo-se as solugbes do sistema acima verificamos quais pontos pertencerdo ao conjunto (O , f) X

)
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A figura abaixo ilustra as situagdes descritas acima:

(0.0) (; .())

Calcule os valores da fungdo f nos valores que satisfazem a condigdo acima.
Para o 2.0 item precisamos restringir a funcdo f a cada um dos segmentos que definem a fronteira

do conjunto {0} x {0,;} U{g}u {0,%(] U {O,g} x {0tU {O,g} X {g} .

Para tanto notemos que se a fungdo g : [0, g} — R é dada por
. s
g1(x) = (x,0), paracada x€ [0, ﬂ , (277)

T
temos que a representagdo geométrica do grafico da fungdo gy serd o segmento de reta {0 , ﬂ x {0}.

Se a fungdo g; : [O ﬂ} — R é dada por

2

g2(x) = (x,g) , paracada xE¢€ {O,g} , (278)

~ o P « p Tt s
temos que a representagdo geométrica do grafico da fungio g; serd o segmento de reta [O, ﬂ X {E}

Se a fungdo hy : [0 , E} — R é dada por

2

. 7T
h1 (y) = (O,Q), para cada y e |:O) E} ) (279)

s
temos que a representagido geométrica do grafico da fungdo h; serd o segmento de reta {0} x [O, ﬂ.

Por fim, se a fungéo h; : {0 , g] — R é dada por

ha(y) = (g,y> , paracada ye€ [O,g} , (280)

T
temos que a representagdo geométrica do grafico da fungdo h; serd o segmento de reta {g} X [O, ﬂ .

A figura abaixo ilustra as situagdes descritas acima:
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hy

(0,0) o [ (g J))

Portanto temos que encontrar os valores dos extremos das restricGes das fungdo f a cada um dos
s T T T s U . ~
segmentos de reta {0} x [O, ﬂ U {z} U [O, ﬂ U {O,Z] x {0} U [O, ﬂ X {z}, ou seja, das fungdes
,g] —Refohy,fohy: [O,g — R, com isto finalizamos o item 2. .
Deixaremos esses calculos como exercicio para o leitor.

fogy,fogs: [O

. . . . . T s
Para terminar, para encontrarmos o maximo globais da funcdo f no conjunto [0,2] X [O,ﬂ,
consideramos o maior valor entre todos os valores obtidos nos pontos obtidos nos itens 1. € 2. e o
T i
menor valor serd o valor minimo global da fungdo f no conjunto {0 , ﬂ X [O, ﬂ.
Exercicio 19:

Notemos que se f: [0,2] x [—1,2] — R? é dada por
fix,y) =x>+y>—3xy, paracada (x,y)e[0,2] x[-1,2] (281)

como a fungfo f é continua e o conjunto [0,2] x [—1,2] é limitado e fechado, sabemos que a fungéo
terd extremos globais no conjunto [0,2] x [—1,2].
Para encontrar tais pontos, faremos o seguinte:

1. encontremos os pontos criticos da fungdo f no interior do conjunto [0, 2] x [—1,2], ou seja, que
pertencem ao conjunto
(032) X (*] )2);

2. encontremos os extremos da fungdo f quando restrita a fronteira do conjunto [0,2] x [—1,2], ou
seja

(0} x [-1,20U{2}U[=1,2]U[0,2] x {—1}U[0,2] x {2}.

A figura abaixo ilustra a situacdo o conjunto é dado por:
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(0,2)

(0,-1)

e a figura abaixo ilustra a situacdo da fronteira é dado por:

(0,2) ———¢ (2,2)

0,-1) o—o— ¢ (2,-1)

O maior valor da funcdo nos pontos obtidos nos itens acima serd 0 méximo da fungdo f no conjunto
[0,2] x [—1,2] e 0 menor valor da fungio nos pontos obtidos nos itens acima serd o minimo da fungio
f no conjunto [0,2] x [—1,2].

Para o item 1., basta encontrar os pontos onde a funcio gradiente de f se anula, que pertencem
ao conjunto (0,2) x (—1,2), ou seja, (x,y) € (0,2) x (—1,2), tal que

of of 281
0,0 = ¥fx,u) = (5100w, 5o0w)) 2 (3 =3y, 342 —3%)
3x2 -3y =0 =x? =x?
ou seja, * Y ou, y=x ou, y=x
3y2—3x=0 Y —x=0 X' —x=0
= %2 =1 =0
logo, y=x , assim, Yl ot ¥z . (282)
x1=1 ou x =0 x1=1 ou x=0

Logo da situacdo acima temos os seguintes pontos
P1£(0,0),Pin,O),Pgi(O,]) € P4:(]’]) (283)

Notemos que s6 os pontos P, e P4 pertencem ao conjunto (0,2) x (—1,2).
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(0,2)

8 *
I

I

Py=(1,1) !

Py=(0,1) ) :
I

I

P = (0.0) PrL.0)
T

I

I

|

———————— 4

A figura abaixo ilustra a situagio acima:
Notemos que

f(P) 2 1,002 13 103 —3.1.0=1 (284)

fPy) B 1, 1) B B3 311 = (285)

Para o 2.0 item precisamos restringir a funcio f a cada um dos segmentos que definem a fronteira
do conjunto [0,2] x [—1,2], ou seja, {0} x [—1,2] U{2}U[-1,2]U[0,2] x {—=1}U[0,2] x {2}.
Para tanto notemos que se a fungéo g7 : [0,2] — R é dada por

g1(x) =(x,—1), paracada x¢€l0,2], (286)

temos que a representacdo geométrica do gréafico da fungdo g; serd o segmento de reta [0,2] x {—1}.
Se a fungdo g, : [0,2] — R é dada por

g2(x) =(x,2), paracada xe€[0,2], (287)

temos que a representacdo geométrica do gréafico da fungdo g; serd o segmento de reta [0, 2] x {2}.
Se a fungdo h; : [—1,2] —» R é dada por

hi(y) =(0,y), paracada ye[-1,2], (288)

temos que a representagdo geométrica do grafico da fungdo h; serd o segmento de reta {0} x [-1,2].
Por fim, se a fungdo h; : [—1,2] — R é dada por

hy(y) =(2,y), paracada ye€[-1,2], (289)

temos que a representagido geométrica do grafico da fungdo h, serd o segmento de reta {2} x [-1,2].
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92
(0,2)0———— 0 (2,2)

0,-1) o—————e (2.-1)
91

A figura abaixo ilustra as situagdes descritas acima:
Portanto temos que encontrar os valores dos extremos das restrigdes das funcdo f a cada um

dos segmentos de reta {0} x [—1,2] U{2} U [-1,2] U [0,2] x {—1}U [0,2] x {2}, ou seja, das fungdes
fogy,fogy:[0,2] 2 Refohy,fohy:[—1,2] —» R, com isto finalizamos o item 2. .

Deixaremos esses calculos como exercicio para o leitor.

Para terminar, para encontrarmos o mdaximo globais da fungdo f no conjunto [0,2] x [-1,2],
consideramos o maior valor entre todos os valores obtidos nos pontos obtidos nos itens 1. € 2. e o
menor valor serd o valor minimo global da fungdo f no conjunto [0, 2] x [—1,2].

FIM
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